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PREFAZIONE

Il presente volume raccoglie alcuni appunti delle Lezioni che
impartisco, presso la Facolta di Ingegneria dell’ Universita degli
Studi di Napoli, nellambito del Corso di "Stabilita delle strutture e
caleolo delle strutture in parete sottile”.

Dopo lunghe esitazioni, legate alla incompletezza del testo ed
all'uso "improprio” che se ne potrebbe fare, consegno alle stampe
questi scritti al solo fine di soddisfare le giuste aspettative degli
Studenti ai quali mi sembra doveroso lasciare una “traccia” delle
Lezioni.

E', pero, assolutamenie necessario che il Lettore e lo Studente, in
particolare, inquadrino nella giusta ottica_funzione e significato di
tale volume che vuole costituire solamente un "memento” di alcuni
aspetti “informativi” del Corso ma non puo in alcun modo surrogare
il contenuto dei Testi, che costituiscono sempre lunico certo rifert-
mento dello studio, o delle Lezioni che, sole, possono assolvere la

principale funzione dell Universita, quella “formativa”.
Napoli, gennaio 1992

Nicola Augenti



PARTE PRIMA

EQUILIBRIO E STABILITA' DEI SISTEMI




1 - INTRODUZIONE AL PROBLEMA
1.1 - CONSIDERAZIONI PRELIMINARI

Il concetto @i equilifrio, nella sua pit ampia accezione, & connesso al
permanere del sistema cui si riferisce nello stato in cui si trova, in assenza di
azioni perturbatrici e sotto l'effetto delle forze ad esso applicate.

Il concetto di sebifitd, invece, & legato all' idea che una piccola azione
perturbatrice non muti lo stato di equilibrio raggiunto,

L'uso corrente che viene fatto di tali definizioni, anche nelle vicende della vita
quotidiana, riflette la circostanza che entrambi sono concetti naturali, innati
nell'uomo, |

In Meccanica, un corporigido sidefinisce in equilibrio se, sottoposto alle azioni
che lo sollecitano, permane nel proprio stato di quiete; I'equilibrio si definisce
stabile, instabile o indifferente a seconda che il corpo, rimosso dalla propria
posizione di equilibrio, tenda spontanearnente a ritornarvi, ad allontanarsene
o a rimanere nella nuova posizione assunta. Esempio classico, & quello di un
corpo dotato di un solo grado di liberta che possa muoversi lungo una linea
concava, convessa o rettilinea,

fig. 1.1

N :

La definizione relativa alla qualita dell'equilibrio &, comunque, legata alla
posizione iniziale del corpo: esso, infatti, partendo da una configurazione iniziale
di equilibrio instabile pud trovare nuove configurazioni di equilibrio pit o meno
stabile o instabile, oppure altre di non equiliprio.

fig. 2.1




Fassando dai problemi plarni a quelli spaziali, per esempio al caso di un corpo
sferico poggiato su di una superficie, si osserva che la qualita dell equilibrio pud -
variare in dipendenza della direzione considerata, per cui classificare una
configurazione di equilibrio comporta il prendere in esame tutte le possibilita di
movimento. Alcuni casi classici sono evidenziati in figura.

fig. 3.1

In generale, allora, per saggiare la qualita di una configurazione di equilibrio
vanno prese in esame le possibilita di movimento in tutte le direzioni focalizzan-
do l'attenzione sul primo tra 1 fenomeni di instabilita che possono verificarsi.

Fine ultimo dell'ingegnere €, dunque, non solo quello di ricercare, per ogrni
struttura, le condizioni di equilibrio ma di accertarsi che le configurazioni
equilibrate siano stabifi.

Nel caso di un corpo ¢lastico (ad esempio una trave}, detta C, la generica
configurazione di equilibrio sotto azione del carico F ad esso applicato, se le
azioni esterne vengono fatte variare improvvisarente di AF il corpo assume una
nuova configurazione che, nella ipotesi di AF piccolo, sard vicinissima a quella
iniziale. Ove si rimuova la causa perturbatrice AF, in dipendenza del compor-
tamento assunto dal sistema, si dira che il corpo, nella configurazione C_, € in
equilibrio:
stabile se ritorna nella configurazione iniziale;
instabile  se assume nuove configurazioni diverse dalle precedenti:
indifferente se rimane nella configurazione assunta,
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A seconda che la perdita di stabilitd riguardi parti pitt o meno cospicue di
una struttura, Finstabilita si pud definire:
globale se interessa l'intera struttura (ad es. un arco o una volta);
parzialé se interessa solo una parte della struffura [ad es. il corrente
compresso di una travatura reticolare};
elementare  se interessa un solo elemento della struttura (ad es. un’asta di
telaio};
{ocale se interessa una parte di elemento {ad es. Fimbozzamento dellani-
ma di una trave a parete piena}.
In ogni caso il fenomeno dell'instabilitd si pud verificare per i soli corpi mono
e bi-dimensionali per i quali due dimensioni sono piccole rispetio alla terza,
ovvero una € piccola rispetto alle altre due,



1.2 - EVOLUZICNE DEGLI STUDI SULLA STABILITA’

Le prime osservazioni sulla resistenza e la stabilitd delle colonne risalgono al
I secolo a.C. e sono contenute nell'opera di Erone di Alessandria: Le Meccaniche.

Bisogna per¢ attendere il XV secolo perché Leonardo da Vinci (1451 - 1519},
giustamente considerato il padre dellIngegneria, intuisca che il massimo carico
assiale F. soppaortabile da un’asta snella non dipende solamente dalla resistenza
del materiale ma anche dalla sua geometria. Egli faceva dipendere tale carico
dal rapporto fra la lunghezza [ della trave e la dimensione aminima della sezione
ponendo:

a

N

con v costante di proporzionalitd ed A area della sezione. Sfuggiva a Leonardo,
ma cid si scoprird solo nella XVIII secolo, che il earico eritico non & inversamente
proporzionale al rapporto l/ama al suo quadrato e

Nel 1729, Pieter Van Musschenbroek (1692-1761), a seguito di una vasta
campagna sperimentale intesa a valutare la relazione esistente fra il massimo
carico assiale sopportabile da un'asta e la sua lunghezza, rettificava la formu-
lazione di Leonardo afferrnando che la resistenza di una trave snella & inversa-
mente proporzionale al quadrato della lunghezza e direttamente proporzionale
al quadrato del lato curzato,

11 primo vero studio sulla instabilitd dell'asta caricata di punta, ovvero sottopo-
sta ad una forza assiale di compressione, e la scoperta del carico critico, cui
corrisponde linstabilita della trave, vanno attribuiti, perd a Lfeonardo FEulero
(1707-1783)

Nel suo Additamentum I de curvis elasticis del 1744 si legge che per una colonna
(incastrata) avente efasticitd assofuta{ovvero rigidezza flessionale El) e la lunghezza
L, la forza richiesta per incurvare minimamente g colonna &

p K El
‘AP

In quel tempo tali studi non ebbero pratica utilizzazione in guanto le colonne
erano in genere tozze, ma I'inizio della produzione del ferro, alla fine del XVIII
secolo, e dell'acciaio, nella seconda metd del XIX secolo, costituirono un
incentivo nell'applicazione delle teorie di Eulero alle costruzione metalliche.

Fo=y. A.

Vi
0‘.2
implica: P,=y- A- (T]



L'analisi della stabilitd, nel campo applicativo, si limitd alla determinazione
del carico critico e si concluse che il collasso di elementi metallici complessi
poteva avvenire in due modi: per rottura del materiale, nelle aste tozze, quando,
si attinge la tensione ultima, o per instabilita elastica, nelle aste snelle, quando
si raggiunge la tensione critica fornita dalla formula di Eulero.

Tale concezione sembrd soddisfacente finché non si verificarono, nonostante
Tadozione di elevati coefficienti di sicurezza, eclatanti disastri dovuti a fenomeni
di instabilita, qualiicrolli del Mouchenstein Bridgenel 1891 e del St. Lazwrence Bridge
nel 1807, Furono tali incidenti a determinare una nuova spinta nel campo delle
ricerche relative a tale settore anche se una moderna concezione dell'instabilitd
nella progettazione strutturale comincid a svilupparsi solo dopo la seconda
guerra mondiale.

Nel 1944 negli Stati Uniti d’America venne fondato il Column Research Council,
oggi Structural Stability Research Committee (SSRC). il cui principale obiettivo era
quello di incoraggiare le ricerche sul comportamento di elementi metallici
compressi e 1o sviluppo delle procedure di progetto.

Nel 1952, in Germania Occidentale, Kloppe! presentava la German DIN 4114,
il documento pin completo fino ad allora pubblicato, contenente un’ampia
casistica sulla instabilitd delle strutture in acciaio,

Nel 1955 venne istituita la European Convention for Structural Steelwork (ECSS)
che si interessava dello studio dell'instabilita delle aste ed alla quale si devono
le Recommendation for steel structures del 1976 ed il Manuaf on the stability of steel
structures del 1977.

In Italia le principali Scuole di Stahilitd sono state quelle di Giulio Krall e di
Osvaldo Zanaboni, i cui studi sono stati, perd limitati al campo "critico”.

Il discorso sul "post-critico” venne, invece, sviluppato dall’olandese Koiter, i
cui lavori furono raccogli ed ampliati dalla Scuola inglese nella quale si inseri
un altro italiano: Giufiano Augusti.

La tendenza attuale nel camnpo strutturale & quella di migliorare I'efficacia
riducendo i pesi ed il consumo dei materiali: basti pensare che dalle costruzioni
Romane a quelle contemporanee, in venti secoli, il peso proprio si & ridotto di
circa duecento volte.

La riduzione di dimensioni deghi elementi strutturali, ottenuta razionalizzan-
do I'uso dei materiali esistenti ed utilizzando i computers per la determinazione
dei legami tensioni-deformazioni, ha dato luogo a notevoli incrementi di snel-
lezza degli elementi strutturali.



Lingegneria civile, partendo dalle conoscenze del settore arecnautico, ha
prodotto negli ultimi 30 anni strutture leggerissime come elementi in parete -
sottile, a doppio strato, gusci, ecc., per le quali i problemi piti importanti da
affrontare sono: una analisi in campo non lineare ed il controllo della stabilita.

Nonostante siano trascorsi oltre 200 anni dai primi studi sulla materia e
nonostante I'attuale disponibilita di strumenti di caleolo notevolmente potenti,
sono molti i casi per i quali & ancora estremamente difficoltosa la ricerca del
carico cud corrisponde linstabilitd. E' questo, infatti un fenomeno complesso
dipendente da numerosi fattori quali errori di progetto o di esecuzione, sovra-
tensioni ¢ uso inadatto di materiali, come conferma l'esperienza di numerosi
dissesti che hanno riguardato le strutture pin diverse, dalla copertura del
padiglione dell’Expo di Bucarest nel 1964, ai ponti di Vienna sul Danubio del
1969, a quello di Milford in Inghilterra nel 1970, al palazzo dello sport di Martford
nel 1978,

Va osservato, inoltre, che in nessun altro campo strutturale 'imfluenza delle
imperfezioni geometriche e meccaniche € cosi determinante come in quello
dell'instabilita al punto che, il trascurarle nel calcolo, pué dare hiogo ad errori
fatali,

Non potendosi prescindere in fase di progetto dal valutare T'entitd delle
imperfezioni, da cui dipende il comportamento della struttura reale, un irnpor-
tante aiuto € fornito dalla conoscenza del post-critico, essendo ad esso stretta-
mente legata la sensibilita delle imperfezioni.

E’ per questo che una corretta analisi statica dovrebbe comprendere lo studi
della struttura in campo pre-critico, critico e post-critico.

Inoltre, va tenuto presente che una verifica sperimentale risulta particolarmen-
te difficoltosa, considerando da un lato I'impossibilita di portare le strutture reali
fino al collasso ¢ dallaltro la poca significativitd di prove su modelli dovuta
all'impossibilitd pratica di schematizzare le irnperfezioni reali.

Per ultimo si consideri che le norme di progetto, nel campo della stabilita
s0no ancora scarse ed € pericoloso estrapolare ad intere strutture risultati
conseguiti per elementi isolati; il rischio ¢ costituito dal fatto che elementi
benefici del complesso strutturale che eleverebbero il valore del carico eritico
sono erosi dall'influenza delle inevitabili imperfezioni,



1.3 - MODELLI STRUTTURALIL E CONFIGURAZIONI

L Le strutture reali sono schematizzabili con modelli che devono contemperare

© due esigenze:

- .. es

s gere rappresentativi del comportamento reale;
= . essere risolubili con gli strumenti di calcolo dispontbili,
. Con riferimento al primo requisito 1 modelli pit rispondenti sono, dunque,
quielli elastici perché dotati di infiniti gradi di liberta.
... Una semplificazione spesso notevole dei problem, e questa volta rispetto alla

£ seconda esigenza, siottiene adottando sistemi dotati di un numero finito di gradi

di liberta, ovvero sistemi olonomi, che possono rientrare in una delle due
categorie:
. modelli rigidi o elasto-rigidi a vincoli lisci o elastici o misti;
. modelli elastici condizionati.

~ Tale schematizzazione non solo consente semplificazioni nello studio del
éomportarnento, ma riflette l'attuale tendenza del caleolo strutturale verso una
discretizzazione a priori.

Nel primo gruppo rientrano i sistermni per i quali gli elementi vengono ipotizzati
rigidi nei rignardi di una o pit caratteristiche, mentre I'elasticitd pud essere
schematizzata da organi elastici concentrati ed i vincoli possono essere lisci o
elastici: questi ultimi si oppongono ai {soli) gradi di liberta consentiti con reazioni
elastiche, funzioni di tali spostamenti, ed impediscono l'evolversi spontaneo di
labilita, purché in numero pari ai gradi di liberta del sistema e scarichi nella
configurazione iniziale.

Nel secondo gruppo di modelli sono invece compresi i sistemi elastici ai quali
sia stata imposta la deformata; ad esempio, nel caso di una trave semplicemente
appoggiata, la linea elastica pud essere appoggiata per somma di #n modi

©z

. deformativi efementari la cui forma (seni T

) si pud riguardare come un vincolo

" continuo di deformazione:

Hi 3
. K- Z
U=y Ui sen i~
1t L

e nel caso di un solo grado di liberta:



In ogni caso, il modello, sara tanto piti attendibile quanto pit la sua deformata
sara vicina a quella reale e, dunque, piu elevato {l numero n dei gradi di liberta. -

Le configurazioni deformate assunte dai sistemi schematizzabili con un
numero finito di gradi di liberta, possono essere individuate tramite un numero
finito di variabili reali che si definiscono coordinate naturali e che POSsSOno essere
in numero qualungue, anche superiori ai gradi di liberta posseduti dagl
elementi liberi. Tali coordinate non sono, in genere, tutte dipendenti ma legate,
in parte, da equazioni che esprimono le relazioni geometriche di vincolo: vincoli
che possono essere interni od esterni, a seconda che irmpongano la congruenza
interna od esterna. Nel caso di sistemi olonomi a vincoli bilaterali, le dette
relazioni sono espresse da equazioni in termini finiti. .

La differenza tra il numero di coordinate naturali ed il numero di equazioni
fornisce i gradi di libertd posseduti dalla struttura, ovvero le coordinate fibere che
prendono nome di coordinate generafizzate o lagrangiane solo se:

- esiste una corrispondenza biunivoca fra ogni n-pla di coordinate lagrangiane
ed ogni configurazione del sistema:
- configurazioni vicine sono rappresentate da valori prossimi delle coordinate,

Tramite essa € possibile esprimere qualunque spostamento assoluto o rela-
tivo dei punti del sisterna. .

In generale, alcuni spostamenti di interesse nello studio di un modello
possono coincidere con le coordinate lagrangiane, altri possono essere ricavati
in funzioni di queste, - '

Nel caso di sistemi elasticl condizionati, si possono assumere quali lagran-
giane i coefficienti degli sviluppi in serie delle funzioni di spostamento.

Indicando conf) la generica coordinata lagrangiana si definisce wvettore di
configurazione il vettore:

Q: (Ql, vy Qiy ety Qn}
le cui componenti sono le n coordinate lagrangiane che individuano 1 gradi di
liberta del sistema.

La generica configurazione C= C (@) &, pertanto definita nello spazio R" delle
configurazioni dal punto P di coordinate {Gh, ..., Ot

Nel seguito si indicheranno con:

G la configurazione iniziale perfetta;

C, la configurazione iniziale imperfetta;

C. la generica configurazione di equilibrio:
C la generica configurazione di biforcazione.

-8-



1.4 - RICHIAMI DI CALCOLO DIFFERENZIALE

i .'s;; consideri il generico sistema olonomo le cui configurazioni C(Q, ..., Qn)
siano funzioni delle coordinate lagrangiane Q, ..., Q. € si indichi con
f FQu - , Q) 1a funzione spostamento di uno dei punti del sistema.

" Nel caso particolare di un solo grado di liberta risulta @, = Q, C= C((Q),

f: f(@e quest'ultima € rappresentabile in un piano cartesiano, come in fig. 4.1,
‘avendo assunto l'origine degli assi nella configurazione di riferimento
¢y = € (0) per la quale & f(0)= 0.

fig. 4.1

-+ Lincremento della variabile @, si definisce variazione o differenziale defla variabile
: 'c'fipemfente ¢ sl indica con il simbolo §Q o d().

A seguito di una simile variazione 8§Q la funzione fIQ) subisce una variazione
-anch'essa, che si definisce varinzione totale o differenziale totale delly funzione, si
findica con §fo con df e si pud esprimere come sornma delle variazioni di differente
: .'o_rdme in f: ‘
e 5 =df = 89F+ 82f + ... + §F+ .

Essa rappresenta una guantita finita se ne considerino tutti i termini mentre
':puo essere ritenuta infinitesima o piccolissima ove se ne consideri solo il primo:
“intale caso, arrestandosi al primo ordine, la variazione totale della funzione fIQ}
.co'_mmde con la sua variazione prima o differenziafe primo, che st indica con & fed

e fornito dalla somma dei differenziali primi della funzione rispetto alle singole
.-'coordmate o




§f= dVf = f L dQi+ . "i”—‘”aan dOm
Nel caso particolare di sastema ad un solo grado di liberta la variazione o
differenziale primo della variabile dipendente € dato dal prodotto della derivata

prira per il differenziale della variabile indipendente :

(hf d(!} ___i

e pur rappresentando, come bene si evince dalla fig. 4.1 solo una parte di 3f, la
approssima bene per -variazioni d@=38Q della variabile indipendente molto
piccole, ovvero tendenti a zero.

\a variazione o differenziale &i ordine K della funzione f si indica con §° f o con
d® fed é definita dall'espressione simbolica:

f

(k

&k)f dPf= - dOy + 8ét doy+ .. 8 Qf deJ

ove si intende che il contenuto della parentesi deve essere elevato alla potenza
k e, per il generico termine, va operata la sostituzione:
Af Y
30 oo~
Ad esermnpio, il differenziale secondo:
- per una funzione fiQ) di una sola variabile si scrive:
)
_i of
-d
dgP =5 - dgF

- per una funzione f(Q;, Qv di due variabili si scrive:
(2)

d(z) ( af dQl af dQZJ

(L

REANPPPNE A af )

“(8@1] O +L8Q”j 'd@g*z'(agl'agz}'dg"dgz‘
azf g

_ 1 i
“3g O g @2 [ag aQJ'dQ"dQZ

Essendo dQ = 8Q sara sempre possibile, nelle formule testé scritte, adottare
indifferentemente, per le variabili indipendenti @, il simbolo di differenziale d o
la notazione lagrangiana di variazione d.

Il differenziale di ordine k si pud, dunqgue, scrivere altresi nella forma:

5 &f f (K
8= ( - agm)
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Al fine di evitare pericolosi equivoci va ricordato che solamente nel caso di
funzione, variazione e differenziale totale sono sinonimi mentre, invece, quando
si opera su funzional’) ha solamente senso parlare di variazione, ma non di
differenziale totale che, in tale caso, non & definito,

It ordine all'entita dei termini che compongono la variazione di una funzione
va altresiricordato, per le applicazioni future, che la somma dei termini superiori
ad un certo ordine hé sempre pill piccola del tenmine di ordine h, e ¢id nell'ambito
di spostarenti piccoli, seppur finiti.

] + : 3 an= 5 e b - 3
® Si definisce funzionale una quantitd variabile dipendente da una o piil funzioni ovvero una cor-
rispondenza che associa una o pid funzioni ad un numero.

- 11 -




2 - ELEMENTI DI CALCOLO ENERGETICO
2.1 - LE FORZE ESTERNE

Indicando con Fi, ..., Fi, ..., Fp,, le forze esterme applicate al sistemna, si
definisce vettore delle forze esterne il vettore:
F=(F, .., Fy ..., F)
Le azioni, che si intenndono sempre applicate staticamente, ovvero in modo che
risultine trascurabili energia cinetica, forze viscose e forze di inerzia, si defini-
SCON0:

- conservative se sono invariabili in intensita, direzione e verso al variare del loro
punto di applicazione, ovvero della configurazione assunta dal sistema; in tale
caso anunettono un potenziale e sono esprimibili mediante un unico valore di
riferimento F (moltiplicatore) con l'equazione:

Fe=M F
ove le %, definiscono le forme di carico assegnate;

- non conservative o posizionali se variano con la configurazione del sisterna.

Detti fi, ..., fx ..., fo gli spostamenti dei punti di applicazione delle forze, duali

di queste, si definisce vettore degli spostamenti assoluti it vettore:
4 J=U s fio conn J)

Per un sistema olonomo, ognunoe degli spostamenti fi = fi{@) essendo funzio-
ne delle coordinate lagrangiane, pud essere espresso in termini di vario ordine
nelle @, cosicche si pud scrivere come somma dei termini di vario grado nelle Qs

_ﬁcmﬂtl}+ﬂ (2)"”5"_ﬁc (OTI

Gli spostamenti si definiscono piccoli 0 grandi a seconda che siano tali rispetto
alle dimensioni della struttura: pili precisamente Vipotesi di piccoli spostamenti
comporta che si prenda in considerazione il solo termine f™® e si trascurino quelli
di ordine superiore mentre tenendo conto anche di f® si opera gia nelParmbito
dei grandi spostamenti.
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2.2 - LE FORZE INTERNE

Detti S;. ... .S, ... S glisforzi interni che nascono nel sistema per effetto delle
azioni ad esso applicate ed si, ..., §. ... Sm gli spostamenti relativi duali, si
definiscono rispettivamente:

S =(S, ..., S, ... Sm)
vettore degli sforzi interni;

S5={81, erey Sph ven Sm )
vettore di deformazione.

Analogamente a quanto si & detto per gli spostamenti assoluti fi, anche il
generico spostamento relativo s;= s, (Q:), che & funzione delle coordinate lagran-
giane, pud esprimersi come somma di termini di grado diverso nelle §, per cui
si pud scrivere: |

$;=5P+5%+5%+ ...

Le deformazioni si definiscono piccole o grandia seconda che le aliquote di ordi-
ne superiore s ¥, s ®siano o meno trascurate rispetto a quelle del primo ordine,
s,

Nel caso pit: generale di commportamento elastico non lineare del materiale la
iegge di dipendenza S = S (s) pud essere espressa, tramite le costanti di rigidezza
I, nella forma:

S=k s+k§
per materiale a comportamento non simmetrico, oppure nella forma:
S=d s+, 188 - (sgns)
per materiale a comportamento simnmetrico entrambe, perd, con la limitazione

che sia positiva la rigidezza tangente %

Nel caso o= 2, di legge quadratica, i legami precedenti si particolarizzano,
rispettivamente;
- per comportamento non simmetrico nella forma (vd. fig. 1.2}
S=Ik s +lg-5

com: $>- kik per ke > 0 (comportamento hardening)
A2
s<3 klk per e < O (comporiamento softening)
A

- 13 -



—

K.>0
/
/
s
s
P K,=0
- K e
—_ -
2Kz L ,
- K, s
2K,
K,<0
Omportamento simmetrico nella forma (vd. fig. 2.2):
r C
€ S=I - s+ke- 181 -(sgns)
K
- klk <s<gy . Per k<0
H 2 - Ko A
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S i K2>0
/
/
/
7
i K,=0
- Ky i
-
2K, = L
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-
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-
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/
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pﬂ

1 caso di cornportamento elasto-plastico del materiale la legge costitutiva
<

esp
— Ssere
Vo Bl

ressa nella forma:
S=k . s+ C
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2.3 - L'ENERGIA DI POSIZIONE DEI CARICHI ESTERNI

. si considerl il sistema di forze conservative:

: Fe=M-F con ke{l,p}

- Indicando corn

gli spostamenti dei punti di applicazione delle forze F, duali di
queste;

f_ 2 Ae- fic 1o spostamento generalizzato duale della forza di riferimento F (molti

plicatore dei carichi) o spostamento caratteristico (alla Zanaboni) defi-
nito dallo stato di deformazione;

11 lavoro (esterno} compiuto da tali forze per una variazione di configurazione
- 5C del sistema vale:

_ Le =% Fe fim=F- D he- fi=F-f=F(FP+f®+ ..

.- Essendo le forze conservative, esiste un potenziale dei carichi U, definito a
“meno di un livello arbitrario di energialk, la cui variazione (differenza fra { valori
assunti nei punti estremi del percorso} fornisce il detto lavoro relativo alla
rariazione di configurazione sc:t

_ SU=U-lp=U

- _Tale potenziale, che si assume convenzionalmente negativo poich¢, come si
_'i'redra nel seguito, il suo aumento fornisce contributo all'instabilitd del sistema,
‘si pud, dunque, porre nella forma:

U==3 Fe fim—F fe=—F (fO% fOL )=U Uy .,

Essendo ancora possibile scrivere:

_ §U= 80U+ 8PU + ...

 Dalle ultime relazioni risulta:

U=83"U+82U+..=UP% U . =U

“ovvero le eguaglianze:

dU=U

P = B _f(i)

8(2}U____ U@ =. g _f{?«J

areaan

Up=U(Gy)=0
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di facile intuizione ove si pensi che per esprimere una funzione come somma
dei termini di diverso grado basta svilupparla in serie, operazione che consiste
nel calcolare, per i singoli addendi, la variazione o differenziale primo, seconido,
ecc. della funzione.

Le eguaglianze innanzi ricavate significano, pertanto, che la variazione
prima,seconda, . .k-ma di U altro non sono se non il lavoro compiuto dalle forze
esterne I per le componenti di spostamento f, del primo, secondo, . .k-mo
ordine.

Riguardo il grado di precisione della U va osservato che, essendo lineare la
dipendenza da fi, essa risulta espressa in modo completo fino all'ordine in cui
€ espresso fi (nelle coordinate lagrangiane).

Nel seguito con indici tra parentesi tonde verra contrassegnato il grado di
dipendenza dei termini energetici dalle coordinate lagrangiane Q. con pedici '
Tordine della teoria adottata.

Risulta, dunque, per il caso trattato:

=0U® (teoria del primo ordine)

Up=UD+ U@ (teoria del second’ordine)

Us=UW+ ... +U™ (teoria di ordine n)

In definitiva esprimere U in una teoria di ordine n significa esprimere le f
fino al grado n nelle coordinate lagrangiane o nelle funzioni incognite.
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2.4 - LENERGIA ELASTICA DI DEFORMAZIONE

Quando un sistema (elastico) passa da una configurazione G ad unaltra C,
gli sforzi interni S presenti negli organi elastici (interni od esterni) compiono
lavoro interno Li per gli spostamenti relativi s, ovvero per le deformazioni det
detti organi

Nell'ipotesi di elasticitd perfetta (non necessariamente lineare), ovvero leggi di
carico e scarico coincidenti, tale lavoro amnette un potenziale W lenergia di
deformazione accumulata negli organi elastici}) definito a meno di un livello
arbitrario di energia Ws, che dipende solamente dalle configurazioni estreme
Coe C.

Tale potenziale si assume per definizione positive perché, come si vedra nel
seguito, il suo aumento coincide con un incremento di stabilita:

W= W-Wo=W= L1

Si osservi che sempre (anche in presenza di orgari elastici di numero
superiore al gradi di libertd) I'energia elastica W, posseduta dal sistema in G
si considerera nulla potendosi, comunque prescindere da essa perché quantita
di energia, in ogni caso, non restituibile:

Wo=W(C)=0
Nel caso di organi a comportamento elastico-lineare espresso da una legge
del tipo:
S=k-s
I'energia di deformazione immagazzinata vale, per il teorema di Clapeyron:
WxJS-dSmIk- s ds:—%- k.s
Esprimendo $ in termini di vario ordine nelle ; si pud scrivere:

1 2
W= 3 k- (s“’+ sy gy ) = WO WL wW, |

Poiché l'energia elastica presenta una dipendenza quadratica dalle compo-
nenti di spostamento relative si assumerd, con la simbologia gia definita in
precedenza:

W =W® - in una teoria del primo ordine

W = WL WL W™ in una teoria del second’ordine

.« . € cosi di seguito.

Mentre nel primo ordine non sussiste alcun problema, essendo sufficiente
esprimere le s fino al primo grado nelle §;, in una teoria di ordine superiore
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sviluppando il quadrato dello spostamento:
9 2 2 2
st = (S“’Jr §94 58 4 )= B I N A T A

ci si accorge che per ottenere Fespressione completa di W in una teoria di ordine
n occorre esprimere gli spostamenti relativi s {ovvero le deformazioni} fino al
grado 2n— 1 nelle @ e considerare i termini fino al grado 2n, sempre nelle G
In una teoria completa del secondo ordine sara pertanto:
Wo = W(E) + W(3) + W{4)
avendo sviluppato le s fino al terzo grado:
s=5Y+ 54 s®

e avendo tenuto conto di tutti { termini fino al quarto grado nelle Q.

Nel caso di organi elastici a comportamento simmetrico, elastico-non lineare
indefinito, espresso da una legge del tipo:

S=k - -s+ke 1871 -(sgns)
che schematizza due organi elastici in parallelo con legge:
Si=k-s ed Si=kIs"! -(sgns)

I'energia elastica di deformazione vale:

— _,_}_ 2 a+ 1
W-Is-ds—z-k1~s~1»a+1-ku-|s

Nel caso in cui esistano forze posizionali, essendo gueste funzione delle G
come le S, andranno trattate al pari delle forze interne; esse danno luogo, cio€,
ad una quota energetica in tutto simile ad una energia di deforrnazione.

Una guota dello stesso genere &, aliresi, generata dalla eventuale presenza
di distorsioni impresse.
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2.5 - L'ENERGIA POTENZIALE TOTALE

La somma algebrica dell'energia di deformazione e di quella di posizione dei
: carichj. da luogo all’energia potenziale totale:
' T=W+U=W-F.f

_ T=8T=W+3U=8W-F. 8f=Li-Le
che si indica sinteticamente con la sigla EPT. Ovviamente, essendo somma di
due potenziali, &€ anch'essa definita come un potenziale a meno di una costante
1, relativa alla configurazione iniziale Co, identificata dalla nullita del vettore di
conﬁgurazione.( )
. La sua utilizzazione, come gia detto, richiede che siano verificate le seguenn
jpotesi:
- organi elastici perfetti (leggi di carico e scarico coincidenti);
_._— forze conservative.

In una teoria di ordine qualungue, esprimendo il grado di dipendenza dei
termini energetici dalle coordinate lagrangiane, si pud scrivere in generale:

Te WOt WO W W - FFY% f®% )

| ovel termini:
‘W ® dipendono dalle caratteristiche elasto-geometriche della struttura;
U® = F- f® dipendono dalla geometria strutturale e dalle forze applicate.

Suggestiva appare I' indicazione di Thompson diriguardare la struttura comne
una sfera disposta sulla superficie dell’ EPT.

) T =Tcy=0

- 19 -




3 - CONDIZIONI DI EQUILIBRIO E DI STABILITA’
3.1 - 1 SISTEMI RIGIDI

Per un tale sistema, alla generica variazione di configurazione 3C corrisponde
il solo lavoro esterno:
Le =2 Fe-fi=F-3 M fi=F- f(Q)
¢ dunque la variazione di energia:
U=s-F f(@Q)==F - (fP f®%  )y=UMNUPs
somma dei lavori compiuti dalle forze esterne per le componenti di spostamento,
dei punti di applicazione delle forze, del primo, secondo, . .. k-mo ordine.

Come detto in precedenza é verificata 'eguaglianza:

3U=3"U+8U+...=UD U+ ..,

Essendo stato definito 'equilibrio come la possibilitd del sistema di perma-
nere nel proprio stato di quiete sotto Pazione delle forze applicate, dovra risultare:

Lex0 ViC
OVVETOQ:
§Uz0 V3C

In particolare, per il Principio dei lgvori wvirtuali, condizione necessaria e
sufficiente perché una configurazione C sia di equilibrio & che risulti nullo it
lavoro delle forze applicate per gualungue spostamento virtuale (piccolo e
congruente con i vincoli) eseguito a partire da C (ovvero ¥ 8C a partire da C} e
pertanto, nelt'ipotesi di validité del principio che é quella di piccoli spostamenti
(f =f “’), tale lavoro é proprio:

U®=§vy.
La configurazione C sara, dunque, di equilibrio C= C, se risulta:
MUu=0 VviC

E’ questa una condizione di equilibrio ristrette o puntuale o matematico.

Per definire la gualitd dell'equilibrio in C, occorre, invece, indagare sulle
quote di ordine superiore ed in particolare sul termine non nullo sucecessivo al
primo: cid € sufficiente in quanto, essendo la somma di tutti gli altri termini
sempre minore di quello che Ui precede, il segno di questi non potrada mai
modificare il segng del precedente.

Considerato che a seguito della variazione di configurazione 8C il sistema
pud tornare nella posizione iniziale solamente se il lavoro delle forze esterne é
resistente, ovvero negativo, si avra che la configurazione di equilibrio C= C, é:
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stabile se: F- f®<0 ovvero: 837U>0 V8C

indifferente se: F- f®=0 ovvero: 8*U=0 V3C

instabile se:  F. f®>0 ovvero: 8U<0  338C

In definitiva la condizione di equilibrio fisico {equilibrio stabile) & ¢he in C
risultiz

§U>0 VaC

Ad esempio nel caso del sistema rigido in figura, ad un grado di liberta

caratterizzato dalla coordinata lagrangiana Q. per sapere se la configurazione

ig. 1.3

iniziale Co & di equilibrio, si pensi di far avvenire un cambiamento di configura-
sione caratterizzato dallo spostamento del punto di applicazione della forza:

f=L(1-cos@)
Sviluppando in serie:
Q_ L9
cos@=1- T 6’ +,

¢ anche possibile approssimare fall ordme voluto:

f=L. {%m%+ )zf‘2’+f‘”+

e dungue:
- - ¢_ g,
Us-F.f=-F.L-(1-cosQ)=~F-L- (2 24 -
ovvero:
ftl}ﬂO
£ _ Qz_,
f =L 9
f(S):
&
@ _ ,QM
fU=-L 24
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In definitiva, per una variazione di configurazione 8C si avra che:

- la variazione prima dell'energia in Co = C(0) vale:
U= dPU =~ F-L- senQ
e dunque per Q=0 risulta: &'U=0.

Cid dimostra che la configurazione Co ¢ di equilibrio. Alla stessa conclusione
si poteva pervenire constatando la nullita del termine di primo ordine: U =0
- la variazione seconda dell’'energia in C = C(0) vale:

§U=d®U=-F- L cos@
eper @=0 risulta: §U=-F.L<0

Cio6 conferma che la configurazione di equilibrio Co & sempre instabile, Alla
stessa conclusione si poteva pervenire constatando la negativitad del termine:

U‘2)=——F-L%i<0

La configurazione O(x) (ovvero la stessa Cp sollecitata daila forza - F) essendo:

=0 e 8U=-(-F-I)>0

risulta, invece, sempre di equilibrio stabile.

Si pud immediatamente osservare che essendo il segno del lavoro, per tali
sistemi, indipendente dal valore dell’azione sollecitante F, in presenza di forze
conservative e sotto una data condizione di carico al variare (proporzionale)
dell'intensitd di queste non mutano le condizioni di stabilita della configurazione
in esame. '

Basta, pertanto, considerare un solo valore delle forze per sapere se la
configurazione di equilibrio ¢ stabile o meno, indipendentemente dal valore della
forza applicata; dunque, nei sistemni rigidi la qualita dell'equilibrio & indipenden-
te dall'intensita delle azioni applicate.

In definitiva si pud affermare che:

- Condizione necessaria affinché una configurazione C sia di equilibrio fisico,
€ che il funzionale U (C) ammetta un massimo o un minimo in C. ovvero
risulti nulla la variazione prima dell'energia di posizione dei carichi: 37U=0

- Condizione necessaria e sufficiente perché la configurazione di equilibrio C,
sia stabile & che il funzionale U(C) ammetta un minimo in C. , ovvero &
sufficiente che risulti positiva la variazione seconda dell'energia di posizione
dei carichi: 82U > 0.
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3.2 - I SISTEMI ELASTICI

Per simili sistemi, alla variazione di configurazione 8C corrisponde la somma
algebrica dei lavori interno ed esterno, ovvero la variazione di energia totale:
TM=T=W+U=W-F.f
esprimibile, anche, nella forma
8T =8VT+3%T+ ...

Avendo definito 'equilibrio come la possibilita del sistema di perinanere nella
propria condizione di quiete sotto 'azione delle forze ad esso applicate, e dunque
come assenza di lavoro esterno, dovra essere:

' Le-Lig QO V8C
oVVero:
§r=0 vaC

Per il Principio dei lavori virtuali esteso ai sistemni elastici condizione necessaria e
sufficiente affinché una configurazione C = C, sia di equilibrio ¢ che risulti nuflo il lavoro
del primo ordine compiuto dalle forze interne ed esterne ovvero i favoro di queste peri relativi
spostamenti del prito ordine rispetto a qualsiasi variazione di configurazione 3C eseguita
a partire da C = Ce.

In altri termini ¢id equivale a dire che in C = €, si deve annullare la variazione
prima della EPT:

§T=0 V§C

Tale condizione & nota come Principio di stazionarietd dell"’EPT ovvero come Primo
principio defl elasticita,

E’ questa una condizione di equilibrio ristretto, o puntuale o matematico,

La configurazione di equilibrio sard stabile se, indagando in un intorno
maggiore ossia sui termini di grado superiore al primo nelle ), risulta positivo
il primo termine non nutlo, ovvero ad esempio:

3T=T1"-0 vsC
che esprime il Secondo principio defl elasticitd:

Condizione necessaria e sufficiente perché una configurazione di equilifrio sia stabile &
che la EPT ammetta un minimo in C..
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Condizione sufficiente per la stabilitd di una configurazione di equilibrio C.
¢ che in essa sia positiva la varinzione seconda dell 'EPT ovvero if favoro del secondo grado
delle forze interne ed esterne per qualsiasi variazione 3C della configurazione C = C. (non
necessaria perché potrebbe essere 37T=0 e 5T > 0) nota anche come Teorema
defla minima energin potenziale totale: esso rappresenta una particolarizzazione del
Teorema i Dirichilet .

Di contro la condizione 8T <0, verificata per almeno una variazione di
configurazione 8C, risulta sufficiente per linstabilitd ed esprime il teorema di
Lyapunov,

Si pud in definitiva affermare che:

rispetto a tutte le possibili variazioni defla configurazione principale di equififrio C.
Lenergia potenziale totale é minima, stazionaria o massima a seconda che la configurazione
C. risultistabile, indifferente o instabile.

Le dette formulazioni ed i citati principi definiscono le configurazioni di
equilibrio stabile, perd, con riferimento alla sola intensitd di carico presa in
esame dovendosi ripetere 'indagine al mutare diessa e ¢i6 al contrario di quanto
accade per i sistemi rigidi per 1 quali le condizioni di stabilitd sono indipendenti
da un incremento proporzionale delle forze applicate. Al variare quindi dell'in-
tensitd di carico alcune configurazioni risulteranno stabili, altre instabili: é
pertanto fondamentale definire quei valori delle azioni esterne cui corrisponde
Fequilibrio indifferente, elemento di separazione fra i due comportamenti.

I Principio di Dirichlet per il quale lavariazione seconda dell energia potenziale totale,
a partire dalla configurazione di equilfibrio C. e per qualunque variazione 3C, é nulla in
condizioni di equlibrio indifferente, consente di determinare i detti valori delle forze
applicate soddisfando la condizione: §*T= 0.

Tale indifferenza é in effetti solamente teorica essendo connessa all'appros-
sitnazione che si compie considerando esatfa una teoria di second’ordine, ovvero
trascurando i termini superiori, Nella realtda essendo Pequilibrio indifferente
legato alla condizione §°T'=0 Vi accade che, ove sia 3T = 0 si debba indagare
oltreperi= 3, .. , m fino a trovare un termine 5°T = 0 che consenta di classificare
la configurazione come stabile o instabile.

*

Condizione necessaria perché una configurazione di equilibrio C, risulii stabile & che V8C risuiti:

897%0 peri=1l,..,n-1 e &°7T50
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conclusione della .
¢l ssiﬁéazmne dell'e prlelsmte disamina appare opportuno ri
: quilibrio elastico & possibil o ricordare che per
‘te di stabilita: ¢ fare riferimento a due diff
e_
: tatico, dovuto a Dirichlet, per il quale:

T canﬁgumzw"e di equilibrio ¢ stabile quando in essa [ene
rgia potenzigle totale

ten tone[ﬁlrm.suma'e[ﬁz ¢
. 'rtantc quando perturbazione impressa. Tale criterio risul
i carichi sono funzione del te ulta particolarmen-
mpo.
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3.3 - I RAMI NATURALI DI EQUILIBRIO

Come st & detto in precedenza, la condizione di equilibrio ristretto € espressa
dall'annullarsi della variazione prima dellenergia potenziale totale: 8T = 0.

Nel caso in cui le configurazioni C e dunque il funzionale T dipendano da un
numero finito di parametri Q.. . , G la variazione prima ¢ data dal differenziale
primo della funzione :

aT T

T2 g7 = I T ag.-v 2 ag-YT.
8T = dT =55 dQi + oo 55 dO=F, 55 dg:= >.Ti- dG;

avendo indicato con T, le derivate di T rispetto alle coordinate lagrangianeQs.
La condizione di equilibrio puntuale si scrive allora:
gg—t=1}=:0 Vi=1,...,1
e da luogo ad un sistema di n equazioni algebriche.

Nel caso in cui le configurazioni dipendano, invece, da infiniti parametri,
ovvero da un certo numero di funzioni {quali u, v, w, 6) la condizione di
equilibriol” 89T = 0 dara luogo ad un sistema di equazioni differenziali in mumero
pari a quello delle funzioni incognite.

In entrambi i casi le equazioni cosi ottenute esprirnono le leggi carichi-spo-
stamenti che definiscono tutte le configurazioni di equilibrio, ovvero i rami
naturali o principali di equilibrio: la struttura di tali leggi dipende essenzialmen-
te dal grado di approssimazione con il quale si ¢ operato ossia dall'ordine in cui
viene espresso il funzionale dell'energia potenziale totale.

Di fatto le difficolta analitiche connesse con l'esprimere T in funzione delle
coordinate lagrangiane , in una teoria di ordine superiore al secondo, fanno
si che i si limiti alle determinazioni effettuate con tale precisione.

Esplicitando la EPT come somma dei termini di diverso ordine nelle Q; tramite
le quote W e LIt

T=WP s WOy WP ~FfP+f®+ ..
{per la quale, tranne i casi particolari esaminati nel seguito ¢ sempre wh=0)
la condizione di equilibrio puntuale si scrive:
WP WO W ...—F(ﬁ‘” +£P 4+ )x 0
da cui é possibile ricavare la relazione:
m@)l_}, VVL(3)+ m(‘%)_}_ s
AR A o

Flche si impone, in tale caso, applicando 'operatore vatiazionale di Eulero di cui si tratterd in seguite
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Se fi Y = 0, ovvero le forze esterne compiono lavoro del primo ordine, accade

che facendo tendere a zero le @ risulta F=% =0 ¢ dunque il ramo di ’

equilibrio passa per F'origine: tale ramo si definsce naturale o principale.
Nel caso in cuirisulti iV = 0V {, ovvero le forze esterne non compiono lavoro
del primo ordine, facendo tendere a zero le Q: risultera ¥ tendente al valore:

@
Fo= ‘}&(2} che si definisce critico ed il cui significato sara chiarito nel seguito; il
i

ramo di equilibrio in tale evenienza non passa pit per origine e si definisce
secondario o deviato o variato .

1! maggiore o minore grado di approssimazione, delle soluzioni, che si pué
perseguire & legato al numero di addendi non nulli considerato.

In tale spirito le trattazioni possibili, fino al secondo ordine, possono cosi
classificarsi:

TEORIA LINEARE DELPRIMOORDINE, nota anche come teoria delle piccole
deformazioni (s=s'V) e dei piccoli spostamenti (f=f “;) in quanto si confonde la
configurazionie deformata C con quella iniziale indeformata G, e con riferimento
ad essa si calcolano le caratteristiche della sollecitazione esterna, quando si
operi con metodo geometrico; restano validi, dunque, i principi di Kirchoff e di
sovrapposizione degli effetti.

Il sistema risolutore € lineare:

W,®_F.f0=0

ovvero:
@ (0
agéi - F _aéfg =0 Vielln}
ed il ramo naturale:
er 2y
Fﬂ —__f;ﬁT

coincide con la tangente al vero ramo di equilibrio.
Tale ramo &, pertanto, caratterizzato da configurazioni di equilibric Ce
sempre stabili e st pud quindi definire a stabilitd costante.

*
g Come st vedra nel seguito & questa una condizione necessaria ma non sufficiente per Yinstabilita

improwvisa a partire dalla configurazione indeformata, ovvero alle variazioni Euleriane,
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In tale teoria, avendo confuso la configurazione deformata con quella inde-
formata non si evidenzia alcun fenomeno di instabilita,

D'altronde, essendo il termine F'- fY nullo per il principio dei lavori virtuali
e W ® sempre positivo, per definizione, 'equilibrio non pué che apparire sempre
stabile: in effetti manca il prodotto F- f® necessario per completare 1 termini
dello stesso grado della teoria adottata.

TEORIA LINEARIZZATA O IBRIDA-LINEARE nota anche come teoria delle
piccole deformazioni (s = s e dei grandi spostamenti (f= ¥ + f®) in quanto, ope-
rando con metodo geometrico, le caratteristiche della sollecitazione esterna
vengono calcolate tenendo conto degli spostamenti dei punti di applicazione
delle forze esterne e, dunque sulla configurazione deformata; resta ancora
valido il principio di Kirchoff {essendo le equazioni di equilibrio lineari) ma non
& pin valido, in genere, il principio di sovrapposizione degli effetti,

11 sistemna risolvente é ancora lineare:

W, @ _F. (ji“’+ﬁ‘2’)z0

OVVETO!

20" 30, + 20 =0 Viell n

E’ una teoria completa fino al secondo grado nelle coordinate lagrangiane,
che da luogo al ramo naturale di equilibrio:
W, (2)
F= AL
ma consente di individuare 1 valori dei carichi cui corrispondono configurazioni
indifferenti. In essa rientrano le teorie classiche sulla stabilitd di Bryan e
Timoshenko.

AW @ (Bf(l) af{Z)

TEORIA DEL SECOND ORDINE COMPLETA altrimenti nota come teoria
delle grandi deformazioni (s = s+ s + s\ e dei grandi spostamenti (f=f© + f ‘2’)
in quanto, nell'ambito di un metodo geometrico, non solo le caratteristiche della
sollecitazione esterna vengono valutate sul sistema deformato ma nel calcolare
l'energia elastica si tiene conto delle componenti di deformazione di ordine
superiore al primo; in tale teoria non sono pia validi ne il principio di Kirchoff
né quello di sovrapposizione degli effetti.
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Il sistema risolvente non € pin lineare
W2+ WO L WP, (ﬂu)_l_ﬁ(z))mo
QVVEro:

@ @ @ &) @
W +8W +8W - -gjww—%af =0 Vielln
o 49 G a0 Gk
ed il ramo naturale:
m(2)+m{3}+ “[t(‘l)
F= AL
definisce graficamente una curva del terzo grado, luogo delle configurazioni di
equilibrio C..
Esprimendoe in forma diversa tale equazione:
) W, &3] W, 4}
W@ twetwe

F= .
ﬁ (1} @

3
(o)
1

si osserva che il secondo fattore contiene i termnini correttivi che consentono di
passare dalla soluzione del primo ordine a quella del secondo.
Semprecché W, ® ed f; @siano non nulli’”) potranno verificarsi i casi seguenti:
a) - Ramo di equilibrio a stabilitd crescente (indefinitamente).
Condizione necessaria e sufficiente perché cid accada & che si verifichino le
seguenti condizioni:
W,® concorde a W@
£i®  discordea fi
1l sistema si definisce in equilibrio di prima specie.

b) - Ramo di equilibrio a stabilitd decrescente.
La condizione perché ci6 avvenga é che sia:
W, ¥ discorde a W; @
£® concordea fi'V

*

Ove cif non fosse dovrebbe operarsi in una teoria del terzo ordine essendo la Wespressa in modo
completo fino al termine 20- 1 (con n ordine della teoria adotiata) e dungue nel caso in esame

{tecria del secondo ordine) fino al terzo grado.
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1l sistema si definisce in equilibrio di seconda specie  ed il ramo naturale si
sviluppa al di sotto del piano F; = cost. ove ad F viene dato il nome di carico fimite,
non potendo essere superato.

Qualora non siano verificate le condizioni che danno luogo ai due casi
precedenti, nulla & possibile dire, a priori, sull'andamento del ramo naturale di
equilibrio; si potranno, allora, verificare situazioni intermedie come quella nota
con Vappellativo di equifibrio di seconda specie senza fase instabile,

Da quanto detto si evince, dunque, che solamente una teoria di second’ordine
completa consente di individuare la differenza di comportamento fra equilibrio
di prima e di seconda specie mentre, di contro, una teoria del primo ordine dando
huogo ad una legge lineare, non & in grado di evidenziare alcuna diversita.

equilibric di | specle

F A
teoria lineare
| /
R 2
; equifiorio di I specie
q

fig. 2.3

Va, inolire, osservato che una teoria del primo ordine rispetto ad una del
secondo, da huogo a soluzioni in eccesso nei casi di equilibrio di prima specie
essendo nella realtd le struiture meno cimentate, ed in difetto nei casi di
equilibrio di seconda specie essendo nella realta le strutture pid cimentate. Cié
comporta che i preblemi di equilibrio di prima specie si possano studiare nel
primo ordine perché i risultati sono certamente cautelativi rispetto a quelli reali
mentre, di contro, i problemi di equilibrio di seconda specie vanno, necessaria-
mente, analizzati in una teoria del secondo ordine essendo inaccettabili, per
difetto, i risultati ottenuti nel primo.
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Quando i punti rappresentativi delle configurazioni di equilibrio appartengo-
no a rami crescenti (8T > 0) essi caratterizzano configurazioni di equilibrio
stabile, mentre il contrario accade per le leggi carico-spostamento decrescenti

§¥T < 0): in cid consiste il Teorema defl elasticitd perfetta.

Se, dunque, fossero sempre noti gli andamenti di tali leggi per sapere se una
configurazione C, di equilibrio & stabile o meno basterebbe verificare se nel punto
rappresentativo di C. la funzione risulta crescente o decrescente. Tranne, pero,
casi semplici, risulta praticamente impossibile, per la maggior parte delle
strutture, definire tali andamenti e ¢ié comporta che si debbano considerare, in
genere, le singole configurazioni di equilibrio (esaminando per ognuna la
variazione seconda dell'energia totale) al fine di conoscerne la tendenza.
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3.4 - INSTABILITA' PROGRESSIVA
Si é visto come per i sistemi in equilibrio di seconda specie (con fase instabile)

e solo per essi, la legge carichi-spostamenti sia prima crescente fino ad un
massimo € pol decrescente. F §

ns ‘®\

_ fig. 3.3
Q, Q

Avendo precisato, innanzi, che i rami crescenti caratterizzano configurazioni
di equilibrio stabile e quelli decrescenti configurazioni di equilibrio instabile, il
punto di massimo sard rappresentative di una configurazione di equilibrio
indifferente: il carico F; ad essa corrispondente si definisce carice fimite e
rappresenta il valore olire il quale Pequilibrio risulta impossibile: in effetti il
sistema potrebbe ancora presentare altre configurazioni stabili, ma esse non
rivestono alcun interesse tecniico essendo connesse a spostamenti troppo grandi
che compromettono la funzionalifd della struttura ed inficiano, comungue, le
ipotesi su cui € basato il procedimento di indagine.

Tale fenomeno, precipuo delle strutture in equilibrio di seconda specie, si
definisce instabilitd progressiva o geometrica o di seconda specie o per divergenza defl equi-
librio o snap-through ed & caratterizzato da un aumento progressivo della deforma-
zione che siesalta fino alla perdita della stabilita: nel caso di un sistema olonomo
i parametri & che definiscono le configurazioni assunte dalla struttura sono
tutti presenti, ovvero diversi da zero, fin dall'inizic del fenomeno che, lungi
dall'essere improvviso, si preannuncia gradualmente,

I valori che corrispondono alle configurazioni di equilibrio indifferente pren-
dono normne divalori fimite e, segnando sempre il passaggio da un comportamento
stabile ad uno instabile, rappresentano effettivamente il limite che le azioni
esterne nomn possone superare,

Sotto il profilo analitico,trattandosi di un problema di equilibrio di seconda
specie, I'energia potenziale totale va determinata, perlomeno, in una teoria
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completa del secondo ordine: imponendo la condizione di equilibrio si otterra
uu sistema di equazioni non omogenee di terzo grado completo nelle variabili
indipendenti Qi Noto il ramo naturale, e solo allora, si potra procedere alla
determinazione del massimo, cvverc del carico limite.

Fenomeni di instabilitd progressiva si possono presentare per strutture come
archi, volte a semplice curvatura, travi in parete sottile non diaframmate caricate
flessionalmente, strutture intelaiate caricate in rmaniera generica, ed altre.
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3 5 - INSTABILITA’ IMPROVVISA

Si € visto che linstabilita geometrica pud verificarsi per i soli sistermi in
equiilibrio di seconda specie ed €, comungue, caratterizzata da deformazioni
jniziali che aumentano progressivamente impegnando sin dallorigine tutfi i

arametri Q; che definiscono la deformazione. Pud, invece, accadere che una
parte di essi, ) sia nulla ovvero che non intervenga fino a che il carico non
attinge un particolare valore, definito eritico, oltre il quale le Ot assumono valori
diversi da zero ed individuano nuove configurazioni dette di equifibrio deviato o
pariato, appartenenti ad un ramo secondario,

I1 punto in corrispondenza del quale si attinge il carico critico prende il nome
di punto di biforcazione (Poincaré - 1885).

' guesto, ad esempio, il caso dell'asta di Eulero per la quale la deformata
flessionale, e dunque la funzione che la definisce, compare soltanto quando il
oarico attinge il valore critico, mentre la deformazione estensionale, ed i para-
rmetri che la individuano, sono presenti fin dall’inizio.

§1 fenomeno testé descritto prende il nome di instabifitd improvvisa o euleriana o di
}yriﬂm specie o per biforcazione dell equilibrio o buckfing e risulta, per certi versi, pia
jmsidiosa di quella di seconda specie che si annuncia, di contro, progressiva-
srientte. Il valore del carico corrispondente all'intersezione del ramo principale
—orn quello secondario prende nome di carico critico ed € tale che le configurazioni
1i equilibrio corrispondenti a carichi pit elevati, anche se stabili risultano
SPpPesSsSo inaccettabili per l'entitid degli spostamenti attinti.

Memntre i carichi limite, perd, separano campi di equilibrio stabile da campi
di equilibrio instabile, i carichi critici definiscono il passaggio da campi di
e cpuiilibrio pre-critico {principale) stabile a campi di equilibrio post-critico (prin-
cipale o secondario) stabile o instabile, retto da leggdl differenti.

Sotto I'aspetto analitico nel caso di un sistema olonomo & possibile suddivi-
dere Uinsieme delle ncoordinate lagrangiane che definscono tuttii gradidi liberta
el sistema in due sottoinsiemi costituiti rispettivarente da m coordinate attive
e ed .

72 -77E coordinate lifere Q, tali che, partendo dalla configurazione iniziale G ¢ fino al
raggiungimento del carico critico risultino non nulle le coordinate attive.

Una volta attinto il carico critico pud accadere, invece, che divengano non
srialle tutte le coordinate lagrangiane e dunque anche quelle libere: in campo
pPre ~critico le Q. definiscono un ramo di equilibrio principale mentre in carmpo
post—critico le O e Q definiscono un ramo di equilibrio secondario.
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~ Lintersezione di due rami individua una configurazione di biforcazione cui
corrisponde il carice critico.
Se si indicano:
- con lettere maiuscole le coordinate che definiscono il ramo principale in campo
pre-critico;
- con lettere minuscole le coordinate che definiscono il ramo principale in campo
post-critico o il ramo secondario;
- con soprasegno le configurazioni di biforcazione ed i relativi carichi:
si potranno definire:
Configurazioni di equilibrio principale o fondamentale o naturale in campo pre-critico
quelle per le quali risulti:
Ch#0 Ve [1,m}
=0 Vvleilm+ln}
Configurazioni di biforcazione quelle per le quali risulti:

Ok = Ok

Gi=G=0
Configurazioni di equilibrio fondamentale in campo post-critico quelle per le quali
risulti:
g0 vke{lm}
g=0 Vle {m+l,n}
Configurazioni di equifibrio secondario o deviato o variato quelle per le quali risulti:

Gew O Vke {Lm}
=0 vie{m+ L,n}
In definitiva la condizione di equilibrio §"'T=0 da luogo ad un sistema di
equazioni scindibili in due gruppi distinti:
uno di m equazioni di equilibrio non omogenee del tipo:
oW® aw® aw® u® u®
+ + + +
aQk a0k dGx 0 90k
uno di N = n-mequazioni di equilibrio omogenee del tipo:
IW® W aw® u® u®
+ + + +
0 9 Gk 9 oLk
non contenenti termini puri nelle Gk che ammettono la sola soluzione Q=0
. nella fase pre-critica ed altre due soluzioni ¢he divengono reali solo a partire
- dallo stato critico.

=0 conk=1,...m

=0 conl=1, .. ,N
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Nell'esaminare il comportamento post-critico del sistema i differenti tipi di
instabilitd che possono verificarsi sono classificabili come segue:
Instabifita reafe  se le ge e g sono crescenti per F decrescente:
le configurazioni di equilibrio deviato sono tutte instabili;
Iustabifita fittizia  se le ge € qu sono crescent per Fcrescente:
le configurazioni di equilibrio deviato sono stabili seppur
inaccettabili data l'entita degli spostamenti;
Instabilitd teorica se le q assumono valori indeterminati per F=1Ic:
le configurazioni di equilibrio deviato risultanc indifferenti
ma tale risultato dipende solo dalle approssimazioni fatte,

L’instabilita improvvisa, nel suo complesso, € caratteristica di strutture come
le travi rettilinee, caricate assialmente o flessionalmente o torsionalmente, le
travi ad anello caricate radialmente, gli archi sottili funicolari dei carichi, 1 tubi
caricati assialmente, le piastre sottili caricate nel loro piano, ecc.

Ove le coordinate libere siano in numero N> 1 esisteranno N punti di
biforcazione corrispondenti ad altrettante intersezioni fra ramo principale e rami

secondari, cui corrispondono N valori dei carichi di biforcazione“f‘;: in tali casi
Yappellativo di carico eritico spetta al piat piccolo di tali valori.
1l criterio per definire i punti di biforcazione del ramo di equilibrio ed i relativi

carichi F; @& quello di indagare su tutti i punti di questo per vedere quali delle
configurazioni da essi rappresentate siano anche equilibrate su rami secondari.
Per fare cid basta imporre al sisterna di equazioni di equilibrio omogenee ia
condizione che esistano soluzioni diverse dalla banale (trivial solution); cid si
ottiene imponendo la nullitd della matrice dei coefficienti che da luogo all’equa-
zione eritica i cui autovalori rappresentano i cercati carichi di biforcazione .
Questi, sostituiti nel sisterna di equazioni omogenee inizjale forniscono i
corrispondenti autovettori, ovvero i valori degli spostamenti incogniti relativi alle

smgole_ﬁ‘:. Essendo tali soluzioni definite a meno di una costante, esse non
individuano deformate critiche ma solo forme critiche.

In definitiva non pud verificarsi alcun fenomeno di instabilita improvvisa se
non esistono gradi di liberta non ancora impegnati: ¢io € vero nel continuo come
nel discreto,
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3.6 - ENERGIA POTENZIALE LOCALE

Consideriamo la generica configurazione posseduta da un sistema, diversa
da quella iniziale C; € sia questa, ad esempio, C”.

Indichiamo com:

T(CH =W +U(CH
I'energia posseduta dal sistema nella configurazione C * partendo da .

Se a questo punto si porta il sistema dalla configurazione C~ alla configura-
zione Cdel suo intorno, a carico costante tramite il vettore di spostamento g che
da luogo alle deformazioni s ed agli spostamenti generalizzati f, si avra il
seguente incremento di energia:

L=Lgs+ Lp«s+®
ove:
Iss=8" s rappresenta il lavoro degli sforzi interni S presenti in C"* per gli
spostamenti s;
Ler=F* - f rappresenta il lavoro delle forze esterne F* presenti in C” per ghi
spostamenti f;

L] =—é~ . k- s* rappresenta l'energia elastica conseguente ad s,

I primi due addendi tengono conto di quello che € il passato della struttura

nel passaggio da C, a C" essendo S” ed F” dipendenti da esso.

Tale quota energetica prende nome di energia potenziale locale, sinteticamente
EPL, si indica con la lettera L e rappresenta la sola variazione di T{(C} al variare
di C* in una configurazione del proprio intorno (cid per essere la T(C 7) costante).

Esplicitando i diversi addendi, in una teoria del second’ordine {sufficiente per
definire la tendenza del ramo secondario) si pué scrivere:

L= Le+® 4+ Lo+ Lo+®4 Lor®4 02 1+ 0 4+ @

1 due termini di primo grado sono nulli se la configurazione C* ¢ di equilibrio
mentre quelli di secondo grado sono caratteristici di una teoria ibrida che
consente la determinazione del salo carico critico.

Come si vedra nel seguito risulta comodo esprimere I' EPL di un sistema a

~ partire dalla configurazione di biforcazione C=C". In tali casi, non essendo

' - nota la C che presupporrebbe gid la conoscenza del corrispondente caﬁco?,
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si assume C = C, confondendo la configurazione sulla quale effettuare la valu-
tazione del'EPL con quella iniziale,
Tale procedura nota come metodo delle variazioni euleriane, da luogo a valori dei

carichi F minori dei reali ed € applicabile sclamente se é possibile I'equilibrio

della struttura nella configurazione G, sotto le azioni presenti in C: lo stato di
tensione viene valutato nel primo ordine, gquello di deformazione, ovvero la sua
variazione, viene stimato a partire dalla configurazione indeformata nel senso
di eseguire tutte e sole le valutazioni geometriche su Co. ‘
La difficolta di esprimere in maniera compiuta le leggi di equilibrio che
definiscono il ramo secondario comporta l'esigenza di indagini locali che con-

sentano perlomeno di individuarne la tendenza iniziale, a partire da Fy=F.

Per condurre tale esame occorre indagare sulla EPL scritta nel punto di
biforcazione, nota la quale & possibile determinare il ramo di equilibrio deviato
0 almeno la sua tendenza valutando il segno della quota di ordine pin basso non
nulla.

Come esempio di determinazione dei carichi di biforcazione e delle relative
forme critiche, adottando il metodo delle variazioni euleriane (applicabili nel caso
in esame) si consideri il sistema in figura costituito da aste rigide collegate da
vincoli elastici e aventi eguale costante di rigidezza k. Assumendo quali coordi-
nate lagrangiane le rotazioni assolute delle singole aste, in una teoria completa
si ha:

1 1
Weg kg +5 (@-q)

U=-F-1-(1-cosq)-F -1 -(1-cos g) l F
In una teoria linearizzata risulta;

1
o =5 k-l ®+ (G- @]
15(2)=O I

F.1
l«?‘”m-w~2m-(q;2+q22) fig. 4.3

L’EPL nella configurazioneméms Co vale dunque:

Lm:‘;“{k‘[%2'**(‘12“511)2]—_1?_' 1'(‘112*‘(122)}
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da cui le equazioni dello stato critico:

@ —
&k @ra-@-F L =0
d1
oL —
ek (u-q)-F-1 - g=0
aqi (G2 — q1) gz

gvvero il sistema di equazioni omogenee
a - (2 k-F. 1}« k-g=0

k- q1+(k~m§‘"- z]. G =0
che ammette la soluzione banale g, = g = 0 corrispondente alle configurazioni
naturali di equilibrio.
Le configurazioni di biforcazioni si ottengono, invece, imponendo la condizio-
ne:

-k k-F-1
che da luogo allequazione critica:
F2.{2-8.F. 1. k+k®=0
e cui soluzioni sono:

—  J¢ 3B i
F=7 S5—=0382.7
e 3445 k
Fp=7 =5 =2,618-7

Sostituendo prima il valore di F, e poi quello di F, nel sistema iniziale si
ottengono rispettivamente i seguenti risultati:

per?::_b:l si ha:

1,618 . g: — q;z=0
e dunque in corrispondenza del primno autovalore:
TF-o382. X

iz = 1,618 . g1



Per F= F, si ha:
-0618-q1-g=0
e dunque in corrispondenza del secondo autovalore:

'F,=2,618 —’f
sl ha:
(o= 0,618 . Ga,1

che definisce la seconda forma critica.

I caratterizzare le configurazioni di equilibrio deviato con un numero finito
di coordinate lagrangiane pud essere utile per determinare, con una certa
approssimazione, il carico critico di una struttura ad elasticita diffusa.

Si voglia ad esempio individuare il valore approssimato del carico critico di
una trave semplicernente appoggiata agli estremi schematizzandola come siste-
ma elasto-rigido ad uno ed a due gradi di liberta.

A} - Modello ad un grado di liberta.

o o = v F
/2 /2
b ¥ hd
<3 i s
-9, ‘“\\ E /// q,
T

‘k{: Aga
fig. 5.3

Con le notazioni in figura essendo:
Ax =2 ¢
Al=2 »{El-(l «~cosq;)]=l-(1 - CO8 qy)

risulta:

T=W+U=75 -k -A’-F-Al=2-k-q?~F-1-(1 ~cos q)

b |
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Da questa 'EPL nella configurazione di biforcazione espressa in una teoria
del second’'ordine linearizzata, vale:

L(Z)___(I,(z}_m:g,k.qIZ_F.l-g«lj

2
da cui 'equazione critica;

4. k-g-F-1.q=0
dalla quale si ricava il valore critico del carlco:

— 4.k

sz

l
Concentrando nel vincolo elastico ta rigidezza flessionale di metd trave ovvero
assumendo:

kgz-E I
{
risulta:
E-I
F.~8. — -
£

oo "
/3

fig. 6.3

Nell'ipotesi di piccoli spostamenti f=~_f risulta:

e ] 1
AB:§~senq1ﬂ

3@
“f)“é__ Sert ““—l—

R
e —
E=AB + E=§'(Q1+Q‘2)
— ] [
E:—3-~sena1z§-a1

.41 -




da cui;

=G + G

Co=¢1~ (2

W=+ =q1+2 G

[ l 1

Al-s - (1 ~ cos q1)+3-(1—cos qg}+3 {1 - cos o)

e sviluppando la funzione coseno in serie fino al secondo grado si ha:
L (@® @® @’ L _a, o
2 e — . v gz e .
Al‘—s 5ty Ty 5@ e’ +a @
L'EPL, nella configurazione di biforcazione, adottando una teoria linearizzata,

$i puo scrivere:

L(z)ﬂl-k‘azg“i“'l'k‘aaz“_ﬁ‘_'ﬁ“m

2 2
F-1
="§-(2-qﬂ+5-qﬁ2+2-ql'qz)—m-(qﬁwﬁ%-qrqﬂ

da cui le equazioni critiche:

3l® Kk F.l
8qlz2{4qi+2q2)— 3 '(2'q1+q2)_0
oL? F.1
aq2=2(10q3+2q1)” 3 (2q2+q1)"""“0
ovvero il sistema omogeneo:
2 — F. 1
[Q'k—-*"é*-F-l g+ k__?:— CQp= 0
- Lo (5;:3‘»’—1«‘1 =0
- 3 -+ . _-3. -l ge =

La condizione perché esistano soluzioni diverse dalia banale é che:

9. k-2 F 1 k-FL
3 3 -0

! 2
k- 5vk-3F-l
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da cui I'equazione critica:

uzioni, ovvero i cui autovalori, sono:

'15;=3.Llf

" e cui sol

P.F?-12 .k 1-F+27-K¥=0

“P“‘;mg.il‘

fig. 7.3

pu() aSSUMere:

" da cui:
T2 ET
— 27 . E. T
Fmil -
: 2

di Eulero:
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il quéﬁ corrispondono le due forme critiche rappresentate in fig. 7.3

Concentrando un terzo della rigidezza flessionale in ogni concio elastico si

si riporta di seguito il confronto fra il carico critico del primo modello, del
. secondo ed il carico critico della trave elastica(ovvero ad infiniti gradi di liberta)




3.7 - ESEMPI DI INSTABILITA’ DI PRIMA SPECIE

Per esaminare i diversi tipi di instahilita euleriana che possono verificarsi in
una struttura, studiameo il comportamento di alcuni classici sistemi elasto-rigidi
olonomi dotati di vincoli elastici in numero tale da garantire perlomeno l'isosta-
ticita,

3.7.1 - Primo esempio :

Si consideri il sistema costituito da una sola asta vincolata ad un estremo
con una cerniera elastica di rigidezza K e caricata da una forza assiale F
all'estremo libero.

#+

fig. 9.3

3.7.1.a - Modelio elasto-rigido ad un grado di liberta.
Si suppone Tasta rigida e si assume gquale coordinata lagrangiana ¢ la
rotazione in radianti delf’asta intorne alla cerniera.

Nel caso in esame essendo: Y
Sf=1-(1~cos q) T .
1 ..:. ........... e
W= 5 Ky -aqu® : /
U=-F.1.(1 ~cos q)
risulta: fig. 10.3
T:%-h-mz—FJ-ﬂwc%qﬂ
k q,
La condizione di equilibrio VT'=0 comporta: ) ! 7
ky - gy -F-1.senqg =0 %Aﬂ ‘

LI’ equazione ammette, innanzitutto, 1a soluzione banale g, = 0 (trivial sclu-
tion) relativa alle configurazioni naturali del sistema in corrispondenza delle
quali risulta:

3T =l — F- 1
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Tali configuraziont risultano stabili o instabili a seconda che sia: 8*T2 0

La configurazione di equilibrio neutro si ha per:
*T=lg~F.1=0
da cui il valore del carico critico:

_ka
Fo==

Risulta dunque:
per F< F: §PT=F.- F>0 ovvero equilibrio stabile
per F»>F: 8%T=F.~ F<0 ovvero equilibrio instabile

Per g, # 0 Yequazione di equilibrio € soddisfatta dalla soluzione:

¢ = Fl sen g; che definisce le configurazioni di equilibrio secondario o devia-

k
to; ricavando la forza Fin funzione di ¢ si ottiene:
Fe k _a
I senag

cul corrisponde il ramo di equilibrio secondario,

11 fenomeno si pud classificare in tale caso come instabilitd simmetrica fittizia,
nC I'equilibrio & neutro-stabile.

Esaminiameo, ora, i risultati a cui si perviene adottando una teoria linearizzata
Dall'espressione dell’energia totale:

T=i ki g%~ F-1-(1-cos g
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sviluppande la funzione cos ¢ in serie di Mac Laurin:

b1 4
cosqizl——qé——«k%lz—

si ha per sostituzione:
1 2
T@:mz K - qlz-—qg .F- lz——q‘z (o -F- 1)

La condizione di equilibrio 8,7 = 0 porge I' equazione:
a1 - (k1—-F- [)=0

ed € soddisfatta per:

¢i1=0 (equilibric fondamentale)

F= % {equilibrio deviato)

La condizione T* = 0 fornisce il valore del carico critico:
_Ia
!

Le configurazioni secondarie di equilibrio risultano tutte indifferenti e cié
dipende dalie approssimazioni connesse con la teoria adottata. La legge F- g,

F.

si presenta come in figura:
F

fig. 12.3

L adozione di tale teoria consente di conoscere il solo carico critico ma non
la tendenza post-critica; questa pud essere saggiata valutando il segno del
termine di quarto grado dellEPT:

4
W _ R
TW=4+F.1 04

valutato allo stato critico € cioé per F=Fy = }-cf-

— 4
Essendo TYC)=k »3217{> 0 la tendenza post-critica risulta stabile e,

dunque, la sola determinazione di F. risulta sufficiente a garantire la sicurezza.
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Con la teoria adottata il fenomeno si presenta come instabifitd simmetrica teorica.

3.7.1.b - Modello elastico a due gradi di liberta.

L’asta, vincolata esternamente come in precedenza, presenta un vincolo
elastico interno nel quale si suppone di concentrare la deformabilita assiale:
oltre qu, si assume quale seconda coordinata lagrangiana lo spostamento assiale

G-
Detta ko = EA/ la rigidezza estensionale dell'asta risulta:

fig. 13.3

s

%
f=(~q) - (1-cosq)=1-q~1 cosqi+ G - Ccos q

1 1 1
W:-ﬁn.kl-q12+—2—-k2-q22=-§-(k1-q12+kz-q22)
U=-F - (gg+f)=~F-(I-1-cos g+ G - COS ¢1)
Da cui I'epressione esatta dell'energia totale:
T:—;--(kl - q12+k2-q9,2)—F-(iml~cos ¢ + G - COS 1)
La condizione di equilibrio §*T=0 comporta:

aT aT
—_ + - ={}
o daq P dqg,
da cui Tequazioni di equilibrio:

gzzkl qi-F-(l-sengqi- g sengq) =0

g

aT

aq2zkg~q2~F-cos qi=0

La qualitd dellequilibrio & legata, invece, al segno della variazione seconda
diT: '

2T T °T
6(2)Tm . d 2, Y. 2 2. . . deo =
ql 2 ql + aqz 2 dq2 + aql . an dql q2

d
=( 1-F~l-cosq1+F-qg-cosqi)-dq12+kz-dqu+2-F'senq1-dql-dqz
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Come si vede il sistema ammette soluzione per:
F
G=0 e g=-on
2
da cut:
F: ;cz . qz
che definisce il ramo naturale d'equilibrio, in corrispondenza del quale risulta:
$T = I~ F- I+Eg]- dg *+ kg - dg ?
1l valore del carico nella configurazione critica si ottiene anche in tale caso
per §7T= 0; tale condizione si verifica perdg, =0 e dqg, =0 se;

kl—F-[lw-P—‘JmO

ke
OVVETO Se:
ka F_\_
I“F'[l‘z.kgj'o
ed essendo:
F_AL
[
si ha:
}-Ci}*—F (1-8=0
da cui;

Poiché risulta sempre 0 <e< 1 e dunque 1 1 > 1, il carico critico, deter-

minato tenendo conto della deformazione assiale, risulta pin alto di quello
calcolato trascurandola.

Ove si voglia adottare una teoria linearizzata, partendo dall'espressione
dell'energia totale:

T=~;—-(kl'q12+k2-qzz)mF-(l—l-cosq1+q2-cosql)

€ sostituendo a cos ¢; il suo sviluppo in sere fino al secondo grado si pud
scrivere:

oo a0ty e (800 ) o (oo ) ali -]

La condizione 8 T'= 0 da luogo alle equazioni di equilibrio:
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aT@)
——a—ql—"zkl-ql——F' l‘q}=q1'(kl_F’l)=O
aT(2)
—a—&z—-—— = J - gz — F=0
La variazione seconda dell'energia vale:
TP =l -F- 1) dgy *+ ke - dg *

Le sohazioni del sistema:

ke
corrispondono alle configurazioni di equilibrio principale e, come si nota, sono
identiche a quelle ottenibili mediante una teoria completa; tali configurazioni
sono stabili risultando per esse sempre:
T =l - dg? >0
Per q: # 0, ovvero in campo post-critico, le configurazioni di equilibrio corri-
spondono ai valori:

q2:

&

ed:
k

F=7

per cud Ia legge F- ¢ € costante con ordinata F= %«L pari al carico critico.

L’adozione della teoria ibrida consente, dunque, il calcolo del carico critico,
ma non evidenzia l'esistenza del ramo stabile post-critico.

' 3,7.2 - Secondo esempio.

Si prenda in esame il sistema costituito da una sola asta vincolata ad un.
estrermno con una cerniera liscia ed all'altro con un pendolo elastico di rigidezza
K, caricata da una forza assiale F.

e <

-
+-

fig. 14.3

- 49 -



3.7.2.a - Modello elasto-rigido ad un grado di liberta.
Si suppone I'asta rigida e si assume quale coordinata lagrangiana la

rotazione dell'asta intorno alla cerrdera. Risulta in una teoria completa:
J=1-(1~cos q)
s=1-senq

W=%— k- (I-sengy)®
U=~ F-1-(1-cos q

T:—é—- ki- B ser’qi~F-1-(1~cosq)

Essendo:

3T=k -P-senq -cosq-Fl senq

¥T=1a B cos®q— ki - L2 senfqy~ F- - cos qu

ISR &
fig, 15.3
L'equazione di equilibrio:
l-senqi-(u-l-cosqu—-B=0
ammetie la soluzione relativa alla configurazione naturale g, = 0 in corrispon-
denza della quale si ha: '
8T T=ly - P-F. 1
e, dunque, dalla condizione di nullo, il valore del carico critico:F.=ky - L
Le configurazioni naturali risultano stabili per F < F; ed instabili per F> F..
Per g, # 0, in campo post-critico, I'equilibrio & soddisfatto per:
Fe g L cos @
in corrispondenza del quale é §T= -k - [, * - sen’q: < 0 sempre:

Tequilibrio post-critico &, dunque, sempre instabile.
I risultati conseguiti sono evidenziati nel diagramma F - qi.
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¥

0
fig. 16.3

E’, quello trattato, un caso di instabifitd simmetrica reale.
Volendo adettare una teoria linearizzata si possono

sostituire alle funzioni armoniche i loro sviluppi in serie arrestati al secondo
grado:

3

2 4
senq1=qx—-gi§~+... € Ccos q1=1~%w+92§i~__“_

da cui:

o

2 4
2 G G
'k;'l’.z'(h -—F-l-(z 24}4-....

QVVETO:
T@>=%-z- - Fa—F)-
La condizione di equilibrio porge:
q;('(kl'lz—F' y=0
ed ancora risulta;
§T® =k, - P -F- 1
Mentre le configurazioni di equilibrio fondamentale corrispondono alla solu-
zione q: = 0, quelle post-critiche, per g; #» O danno luogo alla relazione:
F=1Jg - 1=F. '
Si osserva che l'equilibrio &:
stabile per F<F,
instabile per F> E,
La legge F'~ g & rappresentata in figura.
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fig. 17.3

Sivede, anche in tale caso, come una teoria linearizzata fornisca il solo valore
del carico critico ma nulla dica circa l'equilibrio deviato che, a causa delle
approssimazione fatte, appare sempre di equilibrio indifferente, ‘

3.7.2.b - Modello elastico a due gradi di libertd
Rimuovendo I'ipotesi di rigidita estensionale dell’asta si pud tenere conto della

deformabilita assiale caratterizzando tali spostamenti trarmite la coordinata

k2
: + fig. 18.3
|

ff: T aK Y
F . ;\%
R U o ! Ry b e
% K,
Fy

lagrangiana g.. La rigidezza del vincolo elastico concentrato, che simula I'elasti-
citdvale ks = E - A/le siassume costante solamente in una teoria di primo ordine
mentre nelia realtd € decrescente al’aumentare del carico F. Risulta in tale caso:

v={1- ) senq
Sf=U-q) (1 ~cosq)

1 1
W=s5 -k - )’ - senzq;+§ A
U=F [+ {1~ @) (I-cos q)]
L'espressione esatta dell'EPT si scrive:

1
T="§'kZ‘qzz‘*’r“—;‘-k1'53n2q1'(12+Q22—2'l'%)“F'(l"l'COSC}}"’*Q&'COSQQ
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La condizione 8;T=0 da luogo alle equazioni:

E}__kl sen q - cosq1~(lz+q22—2-l-qg)—-F~(l-q2)~senq;=0
G .

a%i::ki-senzqi-(qg-l)—F-cosq1+k2~q2=O

QVVETO:
senql-[kl - cos ql-(lz+q22~—2- t- q;z)mF'(lﬂ*q‘z):lm
lo -+ -sertq - (g-D-F-cosq =0
Una soluzione del sistema si ha per ¢; = 0 in corrispondenza della quale si
ha F= e - ¢ ed essendo Je decrescente allaumentare di F Pequilibrio fonda-
mentale risulta di prima specie.
In corrispondenza di tale soluzione la variazione seconda:

82T *T FT
8‘2’Tm 2. . - d
3.7 +«---~§an dg * + ETRET dag - dg

assume 'espressione:;
z

RIS F
_aTwl{kl ()

ed essendo:

B f F
Wz.[g-_J ;lmF"Ll_(kz-J E}‘d‘hzahkz‘dqzz«“‘l'kl'd‘?l'd%

=—"— =g

&
o>

risulta:
8{2>Tmz-{k1.1-[1+sz—2.a] Fo(l-a} dg’+k-de?+4 k- dg - dg

- La condizione 3T = 0 & soddisfatta, per dq, = 0 e dg = 0, solo se il contenuto
deila parentesi graffa & nullo, condizione che fornisce il valore del carico critico:
1+46°-2.¢
chkrl‘“—l__—ﬂh-l-(l—s)
: Sl nota immediatamente che essendo O<e< 1, edunque O<(l-e)< 1, il
carico critico determinato sul modello di calcolo in esame risulta pin piccolo di

quello che si ottiene trascurando la deformabilita assiale dell’asta,

Volendo operare in una teoria linearizzata si sostituiscono nell’'espressione
di Tgli sviluppi in serie delle funzioni sen g, e cos g, arrestati al secondo ordine:

@
sengr=q cos (i~ 1 - B
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da cui;

T 1 2 1 2 2 L.g? gl_f
=5 -k ¢ +-2"-k;-q1 ‘({z'l"qg —2-l-q2)-F- -1+ 5 tR-G g

2
ed eliminando i termini di grado superiore al secondo: [

1 1 F-1
T(Z}ﬂ.z_.kz.(kz_;_mﬁ.ki.l‘z.qlz_._.,ﬁm.qla_F.qz .

la condizione VT = O porge:

9T @ _ .

aQ1 mkl'ql'tZ~F'i*Q1m0

aT®

~ke- - F=0
Loy ko

da cui:
g-l-(a-l-FH=0

ke G- F=0
che ammette soluzioni

per: =0 con q:;=-£:~
2

per: qi#0 com: @ =—£— ed F=F,=k -1
che rappresentano rispettivamente I'equilibrio pre e post-critico.

Essendo:

aZT 2) a2T (2) a2T 2}
0 cdg *+ o 'dq22+28q1 %
=(ky - P~F-D-dg®+1-dg”

per dg, = 0 T'equilibrio risulta:
instabile per F»>F.
indifferente per F=F,

Anche nel caso esaminato Finstabilita & di tipo teorico ed il ramo post-critico
€ rappresentato dalla sola tangente iniziale.

S(Z}T @ _

dgy - dge =

3.7.3 - Terzo esempio.

5i considera un sistema costituito da due aste di cui una verticale e T'altra
inclinata a 45°, collegate fra loro e con il suole da cerniere liscie e caricate da
una forza verticale F.
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3.7.3.a - Modello ad un grado di liberta elasto-rigido.

Si consideri rigida l'asta verticale e deformabile estensionalmente l'asta
jnelinata, mediante Tintroduzione di un vincolo interno avente elasticitd k; ; si
assuma come coordinata lagrangiana la rotazione q: dell'asta verticale.

" I F{1-cosq)

I |sen g
+

i
—

fig. 19.3

Da considerazioni geometriche risulta:

L=AB=VBGFF + AG =V({l-cos g + I+ - senqy =1- V2 .Vl +senq
e dungue:
AL=L-L=v2 . I-(¥T+senq: - 1)
Le quote energetiche valgono pertanto:
Wzé-kl A=k, -BP-(2+senqg -2 V1 +senq)
U=~F-1-(1 —cos q
T=Ik - 12~[2+senq1—2 (1 +senq1)ilf]—F- l-(1-cosqy)

La condizione di equilibrio VT = 0 porge:

k-?(cosql—w%}}?- l-senq=0

\‘i + 8eng;
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e dunque:

1 1
F=p .1 1
! tgql[ xj1+senq1]

La variazione seconda si scrive:
2 2 1 3 1 |
T=k-#. -senquts - (L+seng) - cos’q+(l+senq)z-senq|~F-1l-cosq

e nel punto critico di biforcazione
I - P

2) — e _ T
0 = 5 F.l
da cui per 82T = 0 si ottiene il valore del carico critico:
k-l
Fe= 2
_E-A . _E- A
eperk;ml“fz—siha. ch-—zv?-z_

Dal segno della variazione seconda risulta inoltre che:
I'equilibrio € stabile per F< F,
k-1
2
L'andamento della legge carichi-spostamenti viene riportata in figura.

P'equilibrio & instabile per F> F.=

fig, 20.3
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E’ questo, dungue, un caso di instabilita di prima' specie gsimmetrica nella
quale il comportamento per ¢ positive ¢ negative & diverso. Dall'osservazione
della curva di equilibrio deviato si evince che la tendenza naturale della struttura
oltre il carico critico & quella di assumere le configurazioni corrispondenti a
q> 0 che sono instabili.

3.7.3.h - Modello elastico a due gradi di Hberta.

In effetti il ipo di instabilita testé esaminato € del tutto tearica e non riscontrabile
in alcun sisterna reale. Considerato, infatti, che nella realta I'asta considerata
rigida avra una, seppur minima, deformabilitd rispetto all'altra, consegue la
presenza di sforzi che non possono essere trascurati: non € possibile procedere

in tal caso alle variazioni euleriane confondendo C con Co € cid per non poter
essere il sistema equilibrato in G sotto le forze F' corrispondenti alla configura-

zione di biforcazione C. Nella realta, pertanto, non si pud prescindere dalla
elasticitd dell’'asta verticale e volendo tenere conto anche di cié si pud pensare

di introdurre un secondo vincolo elastico interno di rigidezza i, = % edi assu-

mere come seconda coordinata lagrangiana la componente verticale dello spo-
stamento . :

4 F

NG

fig. 21.3
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o _E- 4
ke E- A _
delle due equazioni di equilibrio in g, ¢ ¢ cui da luogo la condizione 39T =0 st
hanno gli andamenti della legge F - q, al variare di p rappresentati in fig. 21.3.
Da quanto sin qui esposto si pud concludere che:
- Tenendo conto della deformabilita assiale dell'asta BD risulta che I'equilibrio
" del sistema é sempre di seconda specie con fase instabile e dunque in realtd
la struttura presenta una instabilitd progressiva e non improvvisa ammetten-
do un carico limite tanto piil basso del carico critico calcolato quanto pia Tasta
BD & deformabile: si pensi che per un rapporto di rigidezza elevatissimo come
p= 1000 risulta F/F.=0,888

Ove siponga p= rapporto fra le rigidezze, risolvendo il sistema

- La curva di equilibrio reale si differenzia nettamente da quella del modelio
elasto-tigido ideale.

- Il ramo di equilibrio corrispondente a valori positivi di ¢ si definisce spontaneo
mentre quello che si ottiene per q: negative € detto innaturale e rappresenta
configurazioni che il sistema pué assumere solo in seguito ad azioni forzanti
esterne,

11 comportamento spontaneo é dovuto al fatto che essendo nel second’ordine:

s-—w‘+1 v
2

il lavoro connesso con la deformazione della molla & diverso a seconda che lo
spostamnento sia positivo o negativo: mentre, infatti, il secondo addendo € sempre
maggiore di zero, il primo cambia segno con lo spostamento e, dunque, alle due
configurazioni corrisponde una diversa energia di deformazione.

¢ Almeno
perp> 1,7
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3.8 - V'INFLUENZA DELLE IMPERFEZIONI

Per lungo tempo 1o studio della stabilita & stato limitato alla sola determina-
zione del carico critico e cid perché gli studi di Eulero avevano diunostrato che
le aste comnpresse hanmo un comportamento post-critico stabile per cud risultava
sufficiente all'ingegnere determinare il solo valore del carico critico, anche in
presenza di imperfezioni. In effetti tale convincimento, suffragato dalla rispon-
denza fra teoria e sperimentazione per colonne o piastre {che hanno un compor-
tamento post-critico stabile), si fece strada anche per I'impossibilita di studiare
anche in forma chiusa 'equilibrio post-critico.

Ai primi del novecento, perd, prove eseguite su strutture a guscio particolar-
mente sensibili alle imperfezioni a causa del proprio comportamento post-critico
instabile provarono che il earico per il quale si verifica 'instabilita poteva essere
anche il 25% di quello determinato sulle strutture ipotizzate perfette.

La constatazione che le imperfezioni determinano una sensibile riduzione del
collasso se confrontato con il classico carico di biforcazione, risale agli inizi del
XIX secolo ed € dovuta a Joung che per primo prese in esane la colonnaimperfetta.

Nel 1930 ebbero inizio ghi studi sul comportamento post-critico con Wagner
che imposto una teoria della stabilita per le piastre piane, seguita dagli studi di
Cox, Marguerre ¢ Trefftz, ma solo nel 1963 fu pubblicata la tesi di Koiter del
1945 che chiariva il comportamento post-critico delle strutture: applicando il
metodo delle variazioni a sistemi dotati di imperfezioni iniziali egli dimostré che
leffetto di queste ¢ strettamente legato al comportamento post-critico della
struttura.

Tali concetti dimostrarono la necessita di studiare il comportamento post-
critico per conoscere la sensibilitd delle strutture alle imperfezioni e costituisco-
no certamente il pid importante contributo alla materia dopo i primi studi di
Eulero e di Poincaré.

Nel 1963, Thompson imposté una nuova teoria non lineare della stabilitd
elastica, in termnimi di coordinate generalizzate, presso I'University College
London e nel 1973 Thompson e Hunt pubblicarono "A general theory of elastic
stability”.

Rinviando alla bibliografia consigliata la trattazione teorica delle strutture
imperfette nonché l'influenza delle imperfezioni, si riportano di seguito alcuni
esempi semplici di sistemi elasto-rigidi gia trattati ma resi imperfetti per
comprendere quale sia la differenza di comportamento net diversi casi,
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3.8.1.a - Primo esempio del sistema imperfetto.

Si prende in esame il modello gia trattato in 3.7.1.a supponendo I'esistenza
di una imperfezione geometrica di montaggio costituita dalla rotazione go dell'asta
rispetto alla configurazione iniziale,

Risultando:
Jo =1-(1 —cos q)
J =1-(1 ~cosq)

1
We=5-ha- (- @
U =—-F - (f—fo)=~F.1-(cos go— €05 qu)

T m—% k- qoz—kl-qo=q1+f?‘1—-kl'q;2+~F-l-cosq;—F-l-cosqo
la condizione VT = 0 porge I'equazione di equilibrio:
dT
L ek (qi- o) ~F- 1. =0
| dg =@ (G — o) sen ¢
cda cui:
rotfa G-
I seng

La legge carichi-spostamenti si presenta come in figura 23.3 ove si pud
Oosservare comne 'imperfezione o attivi immediatamente la coordinata libera ¢
dardo luogo ad un unico ramo di equilibrio imperfetto.
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Volendo operare una teoria linearizzata si pud sviluppare la funzione cos g
fino al secondo grado ottenendo cosi:

T@=%-ky0h2+qf—2-®-qg—%»F-Pth—%zj

La condizione di equilibrio porge:
AL e @) F L =0
dq; =K {h—-G g =

da cui:

ple @-a
1 a1
La legdge F - g &, dunque, una curva del tipo in fig. 24.4 avente per asinfoto
K
;-

la retta F. =

o 1

Y

Yo g

Kol J

d,

fig. 23.3 fig. 24.3

Con tale trattazione si configura, quindi, un caso di insigbilitd teorica e
si ignora la tendenza post-critica.

Nel caso in cui lo stesso modello sia affetto da una imperfezione di carico, ovvero
supponendo che il carico assiale F sia applicato con eccentricitd iniziale e,

risulta;
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fig, 25.3

f =1-(1-cosq)

k ]

U=-F.1.(1-cosq)-F-e-q

1
W:x-é--kl.qlz

=~é~-k;-qlsz-(lwl-cosq;+e-q1)
Dalla condizione di equilibrio §VT'= 0 si evince l'equazione:
Pk - S S
l-seng + e
cui corrisponde il ramo di equilibrio naturale, rappresentato in fig. 26.3, di
seconda specie senza fase instabile,
Operando in una tecria approssimata risulia:

2
T(2)=%~k1'Q12'—FI gl +€'QZJ

‘e per la condizione di equilibrio, la relazione:
I S | S
F=f l-g+e

che da luogo alla legge asintotica, diagrammata in fig. 27.3, che parte dall’'origine
ed ha per asintoto la retta F= F,.

F &

il

v
A

fig. 26.3 fig.27.3
-62 -




3.8.2 - Secondo esempio di sistema imperfetto.

Si prenda ora in esame il modello gia trattato in 3.7.2.a supponendo questo
affetto da una imperfezione geomeirica costituita da una rotazione iniziale go
dellasta.

Risulta in tale caso:

f=fo=1-(cos go—co0S5 q1)

W =%.k1-f‘-{senq1—senfb)2
U =-F.1 (cosg—cosgi)

T =}2--ki-'lz-(senqlwsenqo)za—F- l-(cos g — COS Qo) =
1 2 2
mwki-lz~senqo-senq1+§-kl~l . serfg, +F-1-cos g +

+—1—-K1-l'2.sen2qow—F-l-cos G

2
:\\\ { q q )

i(sanab)

+¢+ {1-cosq,)
++ [({1-c08q)

fig. 28.3

4
hd

rs

!

La condizione di equilibrio V7 = 0 porge:
di;‘““—“k1'lz‘S€TIQ1’COS -l B sengo-cosq-F-1-seng =0
X
da cui il legame carichi-spostamenti:
_sen g: — sen g
g
che definisce Punico ramo di equilifrio imperfetto, il cui andamento & presentato in
fig. 29.3.
Nel caso, dungue, di imperfezione geometrica il sistema in esame si trova in
equilibrio di seconda specie e non solo la instabilitd non € piu improvvisa ma

progressiva, ma essa si verifica in corrispondenza di un valore F del carico cer-

F=lg-1
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tamente minore di Fo la differenza F.- F| risulta tanto pit grande quanto
maggiore € l'entitd dellimperfezione.

Volendo operare in una tearia linearizzata mediante la procedura gid nota,

risulia:
1

Al Pt —a—=F. 1o - ®

T¥=2 "I ¥ (g - q 2F l(ql qo)

e da questa per 3T ® = 0 si ottiene la funzione:

D

Feig 1. 2%

75
il cui andamento € rappresentato in fig. 30.3.

F A F i
Fc [ Fc L N
F

¥
L
¥

fig. 29.3 fig. 30.3
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4 - LE ASTE PIANE RETTILINEE
4.1 - ANALISI DELLA DEFORMAZIONE NEIL SECOND'ORDINE

Si prenda in esame il caso di una trave piana rettilinea dotata di sezione
generica e caricata in modo qualunque da azioni ripartite e concentrate.

{12
L e .
. Y
o ,"'l ‘ -
( ( G z
L " ET s fomeo @ . -
B <wa
; X g it
- AL ol
x L :
- |
i
fig.1.4

Si assuma il sistema di riferimento x,y,z, cartesiano ortogonale, di origine G,
ove:
z coincide con l'asse della trave;
xedy sono assi centrali di inerzia;
G{0,0,z} ¢ il baricentro deila sezione generica di ascissa z, le cui componenti
di spostamento sono u,u,u,
Indichiamo inolire con:
O (%402 il punto generico della sezione di ascissa z le cui componenti di
‘ spostamento siano to, o, Wwo;
T (%, yr, 2) il centro di taglio della generica sezione all'ascissa 2, coincidente con
il centro di rotazione:
Px € @y le rotazioni della generica sezione rispettivamente intornio agli asst x
ed y;
0 1a rotazione della generica sezione intorno ad un asse parallelo a z
passante per T.

La trave pud ritenersi come costituita da infinite sezioni rigide mutuamente
collegate da conci deformabili di lunghezza dz; larigiditd della sezione va considerata
nel senso defla conservazione defla planarita (ipotesi di Navier) conseguente all ingobbamento
du taghio e defla forma legata alla contrazione trasversale.
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In tali ipotesi, le componenti di deformazione risultano cosi condizionate:

£=0: g,=0: 7q=0"

£#20; V=0, yzy;éo(“)

Si prenda in esame, 'elemento di lunghezza dz corrispondente alla generica
fibra di traccia O nella sezione di ascissa z,

Si determina la componente di deformazione ¢, in funzione delle componenti
o, Uo, Wo dello spostamento del generico punto O.

A dz © dwy
/Q-——.N.- _.4_.,.!,....” ......... -
,‘/'// f du,
A
’ dvo
a7 Is) !
Y v fig, 2.4

Detto AO l'elemento di lunghezza dz, a seguito degli spostamenti relativi
[variazioni di spostamento ) duo,duo dux dell’'estremo O, esso assume la lunghez-
za:

AO" = V{dz + duxy + dup © +dup * =V(dz + W - d2)” + (1o - d2)* + (Vo - d2)° =

=dz VW1 + we)’ + o+ Uo?

da cui la dilatazione media:

AO" - A0 dz VI ¥ Wol + o “+ U 2 ~ dz
£y = =
— dz
AO ‘

=V’(1 +w’o)"'+u'o.‘+v'oz ] =

=1 +(w’02+2-w’0+ u'oz+u’02)_ 1
che si pud scrivere nella forma: e, = VI + R ~ 1

avendo posto: R=wo?+2 wo+ e+ ve?
Sviluppando in serie di Mac Laurin la funzione:

f(R)EV1I~+~R=(1+R)%

*
4

Avendo trascurato la contrazione trasversale,

Delle ultime due si trascura Faliquota dovuta al taglio ma non quella legata alla torsione.
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si ha:

AR =f(0)+~§~!f(0) - R+—21—!f’(0) R +§%f”(0) R +..
Risultando:
f® x(1+R)% dacui: f(h=1

JB) =~;(1+R)“% “da cui: f'(o)m%

R m“i"(l +R’)—%dacui: f"(O)g_:};-

3 s e 3
f (R)=*8—-(1+~R)2 da cui: [ (O)=§

ia funzione f(R) si pud scrivere nella forma:
1 1 1
FR=1+5 -R—8-R2+ 16'R3_""

Sostituendo 'espressione di R ed arrestandosi ai termini del secondo grado
neli;: componenti uy, o, si ha:

g.=VW1+R)- 1m1+%-w’02+w‘0+%-u’02+%- U -
._%.(w'guz. w‘0+u'02+v’02)2+...—1

da cui:

. 1 .
Ezﬁwo~i~§~(uoz+v’oz)mszm+ez‘z’=e2

Poiché nello studio della trave i parametri di deformazione sono relativi
all'asse, luogo dei baricentri delle singole sezioni, sard necessario esprimere le

componenti dello spostamento uo,votp, del punto generico in funzione delle
componenti dello spostamento del baricentro wu,w.,

Operando per sovrapposizione degli effetti risulta che:
a) - le traslazioni u,v,w di G comportano uguali traslazioni del generico puntc O
della sezione per cui:

Up=1uU U= Uy =1L

b) - la rotazione torsionale 6 della sezione intorno a T da luogo alle componenti
di spostamento:
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1
lolﬂm-"e-(y_y?)__ﬁ_ez_(x_x?)

1
vOW‘f‘a-(x_,xT)__z__‘Bz_(y_yT)

ottenibili, anche, scrivendo 'equazione della circonferenza di centro T'e
Sﬁluppando in serie le funzioni trigonometriche;

gli ingobbamentl da torsione non uniforme comportano:
wo=-08-4
d) - la rotazione flessionale della sezione ¢y = ' nel piano x z determina:

c) -

. l 42
uD—"—z-u_ X

!.Uo==~u_’.x

e) - La rotazione —¢x=-v " flessionale della sezione nel piano y z da luogo a ,

N
UO-""z L y

»

Wo=-u Y
In definitiva le componenti dello spostamento del generico punto O in
funzione delle componenti di spostamento del baricentro G, si scrivono:

‘ 1
u":u‘”%'u’z'x_e'(y*yf)~§‘62~(x—xq~)

We=1w—u-x-v -y-06"-%

e separando i termini si hanno:
componenti dello spostamento del primo grado
o W =u~-9-y-uyd
o M =v+86 (x- X0
woP=w-u'-x-v-y-0"-3%

{*) |, stesso risultato si otterrebbe imprimendo una rotazione ¢, positiva essendo in tal caso

Px=—V
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componenti dello spostamento del secondo grado:

1 1
@ = g e = 8%
Uo 5 u xX-3 0% - (x— xr)
1 1
@ = 2 = .0 -
we® =0

Ancora per sostituzione € possibile ottenere le espressioni di £, nel primo e
nel secondo ordine in funzione di u, v, w.
Essendo: e.P=w’
risulta, dertvando 'espressione di  wx rispetto a z ; _
e M=w -u" - x-v" y-9”" %

1 . 1 s
Essendo ancora: 8:‘2)=§-u02+§-vo2

si avra, per sostituzione, la componente di defarmazione del secondo grado:
az‘z’wé Ju et -y 2 w0 Y-y v O (- 2 06 (X - + ]
ed eliminando i termini di ordine superiore:

Ez(2J=% -{(u’2+ v’2)+9 2. [(x—xy)2+(y-—y¢p)2]+2 9" [u L e - ut (Y - yr)]}

Per quanto riguarda gli scorrimenti & sufficiente adottare le note espressioni
del primo ordine in funzione delle componenti di spostamento:

9w dup
S Tox T oz
_ 9wy  du
Yoy dy oz

Sostituendo le espressioni di wo wo, Wy del primno ordine in funzione di u, v, w,
si ha:

d 0
T S Lty 9. (-
Ta = (w-ux-v'-y-6"-N+ 3 U~ @ (Y~ ynl

yyz“’=-§“-(w— u'x-~v'- yme’-l)+§£{v+e - (= xp)]
ed esplicitando le derivate:

dh
[ . ' L s . .
Vo e — '~ B PR 07 - (y~-uyn

aA.
B p’mg’ — g (x—
Yyz v -8 aervM) (x— xp)
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da cui in definitiva;

oA
M_o._g”*. - Joriihd
Yoo =87 [y y”ax}

. dA
'szm:‘i'ﬂ '(x"xﬂ‘"“"’gg)

Le espressioni di g, ¥ ed e, @ testé ricavate esprimono le aliquote di primo ¢
secondo grado della componente di deformazione . relativa a qualunque punto
O (xy) della sezione generica all'ascissa z in funzione delle componenti di

deformazioni baricentriche.
Si osserva subito che per una sezione il cui centro di taglio coincida con il

baricentro, la deformazione specifica vale :
g, W=w’
g, @ m% : (u 2t p ‘2)
ovvero, in una teoria del primo ordine:
) g=g =1
mentre in una teoria del secondo ordine risulta:

£=32“W'+“é“-(u‘2+v‘2)
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5 - IL CASO DELLE TRAVI CHE SI INSTABILIZZANO IN UN PIANO DI
. SIMMETRIA

Nel caso in cui la trave si deformi in un piano di simmetria,e sia questo per
otesi il piano y-z, una delle componenti di traslazione, nel caso specifico la u,
Ita nulla, per cui la componente di deformazione baricentrica ¢, espressa in
a completa vale:

e =V(1+w P+ 02 -1 =V1 +(w’2+2 w'+ v’2) -1

onendo: w? + 2w’ +v?=R

uppando in serie di Mac Laurin la funzione:

1 1 1
¢1+R=1+»»2»-R~8-R2+16-RS

sulta a sostituzioni avvenute:

1 2 1 2 1 V2 , a1 2 , e

— * Yo gy L i + 4 ,_,“"w}_
w+w+2 v S(w +2w+v)+16 (w 2w v)

L ml-w -z +§«-w -V
e

M. 4p
1 2
2
1 . 2
Wi.w.v
1 24 3 »2 2
—gvirzww
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4.3 - IPOTESI DI DEFORMAZIONI FLESSIONALI
Limitandoci, per semplicita, al caso in cui la trave sia infletta in un piano di
simmetria, si ipotizza che detta deformazione possa avvenire in due, differenti,

possibili modi,

A) - Deformazione di tipo estensionale

~n ¥
=
/

/

2

y fig. 3.4

Si pud pensare che l'estremo libero dell” asta, a seguito degli spostamenti
flessionali v, non subisca traslazioni orizzontali e che, dunque, la trave subisca
un allungamento tale che il generico elemento dz, ruotato di ¢ = v’ per effetto

dell’ inflessione, assuma la lunghezza dz" = dz/cos ¢.
Risulta dunque:

dv=dz tge
OvvVero:
dv R
tg(pz“&‘z“mv
da cui:
= t ' ? - Y=
p-arctgy’ e y =T o5 v

che rappresentano rispettivarnente rotazione e curvatura in tale ipotesi.

B) - Deformazione di tipo inestensionale

w(O)
S T— tz . dz
1 I - W
L z dv
& ‘dz'= dz
fig.4.4
| y g
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In un campo di deformaziond piti ampie si pud pensare che la generica sezio-
ne subisca non solo lo spostamento v{z) ma anche quello w(z) tale che, perlomeno
nel second’ordine risulti:

1 ”,
“’+£z‘2)=w’+§- v*=0

La trave, a deformazione avvenuta, non muta la sua lunghezza per cui
I'elemento dz conserva la propria dimensione e 'estremo libero della trave trasla
orizzontalmente della guantita;

€y

I "2
f= J‘[ 5 U dz
In tale ipotesi risulta dunque:
dvo=dz- sertp ovvero: sencp=%=v'

da cui le espressioni della rotazione e della curvatura:

@=arcsenv’ e y’=\7lf"?——1‘;,’r- v”=Y
Si pud osservare immediatamente che quando si opert in una teoria del primo

ordine, v ¥ risulta trascurabile e con cid 1 due casi esaminati danno luogo agli
stessi risultati:

C-T3 -



4.4 - L’ENERGIA ELASTICA DI DEFORMAZIONE NEL PRIMO ORDINE

Essendo, come & noto, per una trave:

1
W=§ : j [Ox - Bx+ Oy Ey+ 0z €2+ Ty Yoy + Tyz - Yyr + Tex - Yod] - AV
v
che nell'ipotesi di contrazione trasversale trascurabile assume la forma:

W:%.EJVE,E},dv+jv(;_(yaz+yzyz)_ dV}

da cui:
y 1 o 1 o’ a
Wzm—i- E-g -dV+~§- G- ¥ +ym .dv
v 1’8

Sostituendo le espressiorni di €, e Vv ¢ st ha:

szé__f E-(W-v"-y-u -x-90 % dv+
v

2 2
.,..].."_j 2 ,@& mil_ .
ST )
1 r 2 2
mmﬁ-.J’ E-]w‘z-J dA+u"2.J yz.dA+u"2-J X dA+ " J A? - dA +
H L A A A A

——2w’-v"-J y-dAmz-w"u"-J x»dA—Qw’-B"‘J’ A-dA +
A

A A

+2~U"-u”-J‘ x-y-dA+

A

1
+2u"-e"-f y-l-dA+2-u"-e"-J x-x.dAJt-dz

A A

2 2
ij 2 J‘ an o
+35 lG-@ - A[[y—yﬁaxJ +[x—x»p—ay)]dA-dz
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Essendo:

[ aa -A

A

J.ysz = Iy
A

Jf-dA = L
A

J?@-dA = by,

A

j y-da =I,=0
A

fx-dA =L =0
A

fl-dA =L=0
A

J.x-y-dA =lp=0
A

J‘ yldA =yl—0
A

_[x A-dA =la=0
A

T'energia elastica di deformazione si scrive, nel primo ordine:

W =~ (E-A-w‘2+E-Ixx-u"z+E-Iyy-v”2+E-IM-B"2-G‘I*oe'z)-dz

2

4

ove si riconoscono i termini estensionale, flessionali, torsionale secondario e

torsionale primario.
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4.5 - CENNI DI CALCOLO VARIAZIONALE:
LE CONDIZIONI DI EQUILIBRIO PER I SISTEMI CONTINUI

Si & visto come per i sistemi elasto-rigidi in genere, schematizzabili come
sistemi olonomi ad ngradi di liberta, la condizione di equilibrio 8T = 0 dia luogo
ad un sisterna di n equazioni algebriche.

Nel caso di sistemi elastici condizionati ad infiniti gradi di liberta rappresen-
tati da funzioni di spostamento incognite come u, v, w, 6 TEPT risulta espressa
da un integrale definito delle funzioni incognite con le loro derivate e delle
variabili indipendenti. Nel caso pit semplice in cui la EPT dipenda da una sola
funzione {ad es. 1} e dalle sue derivate prima e seconda in una sola variabile (ad
es. x), essa si pud esprimere nella forma:

ij R (U, Us, U, X) - dx
H

Si dimostra come la condizione di equilibrio 8T = 0 é soddisfatta se risulta
verificata l'equazione:
& oR d 9R oR
@¢ e~ dxow ou O
che prende anche nome di equazione di Fulero o Euleriana del problema; ad essa
vanno affiancate le condizioni al contorno relative al caso in esame,
Nella evenienza che la EPT dipenda da due variabili (ad es. ulx,y)) U'Ewleriana
che soddisfa la condizione di equilibrio §T= 0, si scrive:
& 3R & IR ¥ B8R 9 9R 3 AR IR
3% " 9 Oy T2 0y GO ax 0 oy Ay T ou
Nel caso in cui la EPT'dipenda da m>1 funzioni (ad es.: u, v, w, 8) con le
sue derivate, in una o piii variabil, Ia condizione di equilibrio 8¥T'= 0 dara hiogo
ad m equazioni differenziali ognuna delle quali si ottiene considerando la R
dipendente da una funzione per volta.
Ad esempio, se T dipende da ufx € v{xJ), entrambe funzioni di una variabile,
si pud scrivere:

0

Tﬁj R(LL ux, uerm U, UX, U, x) dx
{
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da cui le Euleriane:

d®> R _d 3R R _
dXQauxx dx dux du

& 3R _d oR IR _
A e dxdux v
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4.6 - LA TRAVE DI EULERO

St prende in esame una trave piana rettilinea semplicemente appoggiata, a
sezione costante e doppiamente simmetrica, carticata di punta.

f
F S S dz
e Jzo- .
e o Pecs 5 ‘\:7 av
T~ dz'
i
Yy fig. 5.4

Siipotizza che la prima instabilita avvenga per flessione nel piano y - z.

Se non interessa la descrizione del ramo naturale si possono ignorare sia la
componente di spostamento tw, percheé legata all'equilibrio fondamentale che le
componenti u e 6 percheé si ¢ esclusa I'esistenza di tali spostamenti.

Cisipone pertanto, direttamente, nella configurazione di biforcazione C, che,
trascurando la deformazione assiale verificatasi, si fa coincidere con la confi-
gurazione iniziale C, ed in essa si valuta 'EPL.

Ove interessi la sola determinazione del carico critico si pud adottare una
teoria linearizzata esprimendo energia elastica di deformazione ed energia di
posizione dei carichi fino al secondo grado nelle funzioni incognite.

Essendo in tali ipotesi;)

Fb@):%'j E,I.v"z.dz
It

I ——I‘:.fx—F'}‘}ﬂv’z-dz

risulta:
1}2’=—%~J. [E.I- v - F- Uﬂ]'dz
1.

Applicando I'equazione di Eulero, che esprime la condizione di equilibrio, risulta:
o d E— )
= (BT 04— |F v |=0
s (BT 0"+ F-v

*3 cita
Per semplicita, non potendosi dare luogo ad equivoct, st pone Iy = I
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da cui, avendo ipotizzato E - T ed F costanti, risulta l'equazione di equilibrio:

E-I-v™+F-v"=0
differenziale lineare del quarto ordine a coefficienti costanti omogenea, che pué
scriversi anche nella forma:
” F
U 0 =0 con:*f=~E-_—I
La soluzione di tale equazione é del tipo:
uz)=A -senyz+B - cosyz+C-z+D
Imponendo le condizioni at limiti si deducono i valori delle quattro costanti:

MO)=-E.I-v"©0)=0ovvero: + B-¥=0

=0 ovvero: B+ D=0 o
Mb=-E-I- v'()=0 ovvero: Ay - senyl=0 -
uh=0 ovvero: —~ A-senyl+ C-1=0
da cui:
B=0
D=0
A senvyl=0 che implica: A = 0, oppure: senyl=0
C.=.0

Dunque I'equazione differenziale di equilibrio ammette;
- la soluzione banale A=B=C=D=0da cui: (2=
che esprime le configurazioni di equilibrio fondamentale;
- 1a soluzione corrispondente alle configurazioni di biforcazione:
senyl=0 syl=n.nt-y= _n“?_{cm

con 1 numero naturale e, per le posizioni fatte imzm]mente.:.
—._ 2 T-E-I
F=r? —g—
¢
Tale espressione fornisce, al variare di n, gli autovalori del problema ovvero
i valori dei carichi di biforcazione che sono infiniti, tali essendo i parametri che
individuano le configurazioni del sistema.

Per ogni carico F la forma critica corrispondente € individuata dall’autofunzio-
ne: '
n-n-z

l

v=A-senyz=A- sert-
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che rappresenta una sinusoide avente semilunghezza d'onda:

U S

n-m n
e prende nome di lunghezza caratteristica o funghezza ibera di inflessione.

Degli infiniti carichi suddetti, ai fini tecnici, interessa il minore corrisponden-
te al valore n = 1I:

w-E-I

£
che come & noto prende nome di carico critico Fuleriano.

Dipendendo F; dal solo modulo di elasticitd normale del materiale, a parita
di esso non vi € alcuna convenienza, nei riguardi dei pericoli di instabilita, ad
utilizzare materiali di elevata resistenza specifica.

Va osservato ancora, in linea generale, come il carico critico aumenti con il
grado di vincolo al pari di come la frequenza propria di vibrazione aumenta con
la rigidezza nei problemi di dinamica.

Introducendo la nozione di lunghezza Gbers dinflessione I, come la distanza,
misurata secondo l'asse z, fra due punti di flesso successivi della deformata, i
carico critico di Eulero assume l'espressione generale:

Rz

= E’E‘
valida per travi ad unica campata comunque vincolate.
Si riportano di seguito i valori &, per le diverse condiziondi di vincolo:

____________ @ﬁa q % f{j @:%

Foe

Fe -E-T

) 4 vz 7%
o= 21 lo= 21 fo= I lo= 1 o= 0.71  1y=0.51

fig. 6.4

Dovendost valutare il carico critico minore in ogni possibile piano di infles-
sione, nella formuia di Eulero dovra essere assunto il momento d’'inerzia minimo
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Ricordando che Is A - p* € ponendo:

% = A snellezza dell’'asta

il carico critico euleriano assume anche la forma;
2-E-A
Fo=m——
La tensione critica vale pertanto:

O =—33—

La validita di tale espressione é legata a quella della legge di Hooke e, dunque,
alla condizione o, < 6, con o, tensione al limite di proporzionalita,

11 caso o, = 6, si verifica in corrispondenza del valore di:

M= - \Jo— snellezza limite
7]

che rappresenta I'elemento di separazione fra travi snelle, per le quali é valida la
formula di Eulero, e travi tozze. ‘

In un diagramma ¢ ~ A%, dunque, I'iperbole di Euulero, rappresentata dallequa-

zione ¢, = —-E%EE , € significativa solamente per valori di A = 4,

Nel campo definito da A < tale iperbole non é pid valida e va sostituiia da
un'altra curva che abbia per A=Ak la stessa ordinata (per continuitd) e

o) = ¢, con ¢, tensione di crisi per compressione del solido tozzo.

Gli andamenti della curva nellintervallo O <k < sono stati suggeriti in
maniera diversa dai vari Autori anche su bast sperimentali,

Per completezza di esposizione va ricordato che partendo dall'espressione
del carico critico di Eulero é possibile determinare, in via sufficientemente
approssimata (errore del 4% circa), il carico critico di ut'asta dihuce 1 e rigidezza
flessionale E-I comunque vincolata agli estremi elasticamente, tramite la
formula empirica di Newmark:

FN=c.f.;i§,;E
. 004 +r) O4+ke), , E-T . E-T
over C=025m) 0.2+4s)° MK 1 MRl

essendo K, e Ky le rigidezze dei vincoli elastici nei due estremi.

) Luogo delle configurazioni di biforcazione
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Tale procedimento consente una determinazione preliminare approssimaia
del carico critico evitando l'integrazione dell'equazione fondamentale.

-82 -




4.7 - INTRODUZIONE AL PROBLEMA DELL'ASTA DI EULERO IN CAMPO
ELASTO-PLASTICO

Si prenda in esame la gid considerata asta di Eulero supponendo, per
semplicita, che questa abbia sezione "rettangolare”.

F+ AF A

B
o =

¥

Yvy
fig. 7.4

Jlmateriale dicui é costituita la trave sia caratterizzato da un comportamento
elasto-plastico con inclinazione del tratto lineare pari ad arcig E ed inclinazione
del tratto al di sopra della tensione di proporzionalita pari ad arctg E:, avendo
indicato con E e con E; rispettivamente i moduli di elasticitd normale iniziale e
tangente,

In campo non proporzionale, pertanto, il legame tensioni-deformazioni del
materiale é caratterizzato dalla presenza di due distinti moduli elastici: il modulo
di elasticitd tangente E,, variabile da punto a punto nella curva rappresentativa del
legame menzionato, esprime il rapporto fra tensioni e deformazioni unitarie di
compressione entrambe crescenti; il modulo di elasticita iniziale, costante, segna il
comportamento del materiale a seguito di decrementi delle tensioni ¢ delle
deformazioni.

Nell'ipotesi che la tensione critica sia maggiore della tensione al limite di
proporzionalita, il carico critico dovra essere ricercato con procedimento diverso
da quello di Eulero.

In corrispondenza delle configuraziont dt equilibrio deviato, potendo essere
F> F. si ponga:F= F.+ AF. In tale situazione il diagramma delle tensioni nella
generica sezione pud cansiderarsi costituito da una parte costante o, = F./A ed
una Ac variabile con valori estremi Ag; e Agy che si annulla sull'asse neutro
distante i dalla fibra inferiore e h; dalla fibra superiore della sezione.
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fig. 8.4

Se si ammette che le sezioni restino piane, il rapporto tra le inclinazioni det
diagrammi, rappresentative degli incrementi di tensione, ¢ pari a quello tra i
rmoduli elastici.

La trattazione analitica dell'asta di Eulero in campo elasto-plastico conduce,
allo staio. a due diverse formulazioni del carico critico: quella di Shanley-Engesser
e quella di Van Karman. L'adozione dell'una o dell’altra formula dipende dalla
diversa intuizione, da parte di ciascun Autore, del comportamento dell'asta al
comparire delle primme configurazioni di equilibrio deviato. Entrambe le espres-
sioni del carico critico conservano la medesima struttura della formula di Eulero
e si differenzianc unicamente per il diverso valore assunto dal modulo di
elasticita ideale E, secondo Pespressione:

I
Fom=m g - B
v B

Prendendo in esame la sezione di mezzeria della trave possono verificarsi due
casi distinti:

A) - I'asse neutro cade all’esterno della sezione (he > h) e, dunque, gl incrementi
di tensione al bordo superiore ed inferiore sono entrambi di compressione
nulli con identico modulo di elasticitd normale E; (tangente). In tale circo-
stanza lo studio del carico critico in campo non lineare diventa formalmente
uguale a quello effettuato in campo elastico essendo il materiale caratteriz-
zato da un unico modulo di elasticita: Ia differenza sta nel dover considerare
al posto del modulo iniziale quello tangente.

L’espressione che fornisce il carico critico:
Fo=n*. —I-ﬁ By

b
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prende nome di formula di Shanley-Engesser e fu ricavata da Engesser gia nel
1898 partendo da ipotesi errate, ma dimostrata in rigore da Shanley nel
1947.

Essendo Erfunzione delle tensioni nel materiale in corrispondenza del carico
critico, tale formula deve essere applicata per successive approssimazioni.

ia) - L'asse neutro cade all'interno della sezione (h, < hy < h ) €, dunque, la tensio-
= ne al bordo superiore si incrementa, con modulo E;, mentre quella al bordo
inferiore si decrementa con modulo E (iniziale); in tale ipotesi, comunque,
h, non potra essere minore del valore limite di V. Karman:

VE
he=t B TR

In definitiva lo stato di deforrnazione indziale € tale da produrre, in ogni
sezione, incrementi di tensioni bitriangolari, ad eccezione delle sezioni di
estremita dove questi incrementi sono comungque nulli, Poiche gli incremen-
ti negativi delle tensioni, di compressione, si legano alle corrispondenti
deforrnazioni mediante il modulo di elasticitd iniziale, i moduli di elasticita,
iniziale E e tangenie E, possono definire un modulo ridotto E,, idealmente
rappresentativo del comportamento di tutto il materiale, che per sezioni
rettangolari assume la seguente espressione;

4-E.E
(E +Ey’
e prende il nome di modulo di elasticitd ridotto di V. Karman.
11 carico critico dell'asta é fornito dalla formula di V. Karman:

E, =

kanz-%-Ef

In definitiva, risultando:

Fo=F; per ha=h;
: F.=F; per hy>h
il carico critico dell'asta di Eulero, in campo elasto-plastico, sard sempre
compreso fra quello di Karman e quello di Shanley-Engesser.
‘Essendo E; una funzione continua delfaltezza he, quando questa varia tra
R.e h, il modulo elastico ideale sard compreso tra i valori del modulo ridotto e di quello
'taﬁgente. Essendo il modulo tangente quantitativamente inferiore al modulo
ridotto, prudenzialmente si dovrebbe assumere come valore del carico critico,
?j_c'_ampo non lineare, quello determinabile mediante la formula di Shanley-En-
gesser. Considerazioni di carattere deformativo portano, invece, a concludere

-85 -




che il carico critico in campo elasto-plastico pud determinarsi con una formula
corrispondente a quella di V. Karman, che si particolarizza in maniera diversa
a seconda del grado di discretizzazione della sezione di mezzeria, purche il valore
cosi dedotto sia superiore al carico limite di proporzionaliti; qualora tale
condizione non sia verificata il carico critico deve essere assunto coincidente
con lo stesso valore del carico lirnite di proporzionalita.

Tuttl questi risultati sono basati sulla teoria della biforcazione, in campo
elasto-plastico, riferita ad aste perfette compresse assialmente; le differenze
rispetto alle aste reali sono computate nel coefficiente di sicurezza.
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4.8 - IL METODO OMEGA

Tale metodo consiste nel ridurre la verifica all'instabilita di un’asta prismatica
con sezione costartte, ad una verifica a sforzo normale semplice imponendo che
sia sempre soddisfatta la disuguaglianza:

N o,
a= “AM < *-\T
essendo: o la tensione critica
v un coefficiente di sicurezza,
Moltiplicando e dividendo la precedente espressione per la tensione ammis-

sibile 6w del materiale si ha;

.o'am

e ponendo:

Ia sicurezza all'instabilita € garantita verificando T'asta alla compressione sem-
plice con uno sforzo normale N amplificato di . La condizione da soddisfare &
pertanto:

N-o

< Oam

Si puo osservare che i coefficienti w dipendono da:
Gom  tensione aminissibile del materiale
v cocfficiente di sicurezza
Oc tensione critica o di collasso, funzione della snellezza
e, dunque, sono tabellati in funzione di A e della qualitd del materiale sia per
le travi tozze che per quelle snelle variando il solo coefficiente di sicurezza v che
aumenta passando dalle une alle altre.
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4.9 - LA TRAVE CON VINCOLO CONTINUO ALLA WINKLER

Se consideriamo la stessa trave di Eulero vincolata elasticamente alla Winkler
con costante di sottofondo k, tale vincolo, esplicando la reazione k1x{z), accu-
mulera l'energia elastica di deformazione:

_}_j _},“J 2.
sz' l(k-v)~v-d2«~2- Ik-v dz

La EPL del sistema nella configurazione di biforcazione C si ottiene, pertanto,
aggiungendo tale aliquota a quelle gia precedenti calcolate cosicche risulfa, in
una teoria lnearizzata che tenga conto dei termini fino al secondo grado:

L‘M—;—-j (E-I- v k- 1F - F- v’z]-dz
i

Applicando a quest'ultima l'operatore di Eulero si ottiene I'equazione:

”(?—;(E-I-v")+—c%z F-U'J+k~v=0

eper E- I ed F costantt:

E-I.U0"+F-v"+k-v=0

4.9.1 - IL CASO DELL’ASTA SEMPLICEMENTE APPOGGIATA

La funzione spostamehto rispettosa delle condizioni di vincolo & del tipo:
n-2
D=y SEMTL: '_l'“
com v, ampiezza ed n numero naturale di semionde.

Sostituendo tale funzione nell'equazione di equilibrio, questa & soddisfatta

per:
‘ n-ny — (nxY
E-T. (_TW] +F-(-~l~3£] +k=0
ovvero per gli autovalori:

— . E-I k- P n-ay noay
F= 7 +n2-1:2:EI'[ ] J-{-k‘( i ]

che per n = 1 e k = O riproduce il carico critico Euleriano.
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Per ottenere il pin piccolo valore dellenl’uf"‘w, e dunque il carico critico, occorre
minimizzare rispetto ad n:
S oF

©-E-I k- B
an '

1
2 ne—2 . .——. =)
P i

da cui:

n=d VE

E.T

Sostituendo tale valore nell’'espressione di F siricava:
F=2 VK E-T
che, come si vede, risulta indipendente dalla lunghezza della trave.

Tale € il carico critico della trave solamente se rn. € un numero intero, ovvero
se la lunghezza delle trave ¢ un multiplo della semiondn naturale o lunghezza
caratieristica A.

Quando tale rapporto non € intero, il carico critico risulta lievemente pin
elevato di quello calcolato: l1a differenza massima, pari al 25% (che corrisponde
al valore n = ¥2) va diminuendo rapidamente allaumentare di n per cui il valore
calcolato di F; risulta cautelativo comungue.

Per n. - O il carico critico tende ovviamente a quello di Eulero.

Essendo la lunghezza della semionda naturale o funghezza caratteristica:

Ly NmE- I __ YET
ek VEET_ BT

si pud anche scrivere:
2
F.=2. fw._é_f
da cui si deduce che una trave'doppiamente appoggiata, in presenza di vincolo
continuo alla Winlder, presenta un carico critico doppio di quello relativo ad una
trave priva di tale vincolo avente luce pari alla lunghezza caratteristica.

Si noti ancora come all'aumentare di k la deformata critica si arricchisce di
onde fino a che per k — = queste risultano in numero infinito e, dunque, la trave
rirmane rettilinea, :

Le espressioni conseguite sono applicabili ai pali di fondazione, specie metal-
lici, che lavorino di punta: i risultati sperimentali hanno confermato la soddi-
-~ sfacente rispondenza delle formule per pali immersi in argille sofficl ma attestati
© inroceia. '
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Le stesse espressioni sono applicabili alle travi di fondazioni caricate di pun-
ta, e alle rotate saldate sollecitate assialmente da variazioni terrniche.

Laverifica alla stabilita dei pali andra sempre eseguita quando il carico critico
risulta minore del carico di rottura per il c.a. o del carico di snervamento per
Tacciaio:

Fo<A-f

con A area del palo

f tensione di collasso
e dunque, ad esempio, nel caso dell'asta semplicemente incermderata alle
estremitd quando risulti:

4.E.1-k<f* A*
e cioé:
I [2

A4 .k E

Poiché, infine, si pud dimostrare che il comportamento post-critico delle travi
su suolo elastico risulta stabile solamente per :
4 ot E.-I
9 r
nella maggior parte dei casi reali tale comportamento risulta instabile e, percid,
grande é la sensibilita alle imperfezioni. In definitiva, allora, si pud concludere

k<

che le travi su suolo elastico presentano, si, un incremento del carico critico
rispetto alle travi prive di vincolo continuo alla Winkler ma il comportamento
post-critico, generalmente instabile, fa si che tale maggiore sicurezza sia erosa
dalle inevitabili imperfezioni,
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4.10 - LE TRAVI CARICATE ASSIALMENTE E FLESSIONALMENTE

Volendo trattare la #rave i Eulero caricata, oltre che assialmente, anche
flessionalmente dal carico ripartito trasversale p(z} agente nel piano y-z, ai
termini energetici gia caicolati nelle trattazioni precedenti si dovra aggiungere
Tenergia di posizione dei carichi: '

U=-fp.v-dz
1

In tale caso la EPT, prescindendo dalle deforimazioni assiali w, in una teoria
linearizzata, si esprime neila forma:

" _1_ 2 _1_ 9 '
T—J!(2-E~I-v —-2-F-v —p-v]-dz

da cui I'euleriana:
f;“(E‘ I v’?*‘%(f- V) = pz)

Esarniniamo, nel caso di sollecitazione assiale F e rigidezza flessionale E[
costanti, due condizioni di carico trasversale particolarmente importanti per le
applicazioni alle sfrutture reali.

Per tali condizioni di carico, perlomeno nel piano. di flessione y-z; non pud
verificarsi piu alcun fenomeno di instabilita improvvisa essendo le v(z) presenti
gia dalla prima applicazione della forza assiale la cui presenza non induce,
quindi, alcuna instabilita ma determina una variazione di comportamento
(rigidezza) della trave, '

- 4.10.1 - IL CASO DELLA TRAVE APPOGGIATA SOLLECITATA DA UN
“ CARICO UNIFORME

L'equazione di equilibrio si scrive:
E-T-vU"+F-U'=p
ovvero:

U+ Y- v"zEE—I cor: ¥ =

: E 1
- La soluzione & del tipo:

2-F

N

uz)=A-senyz+B - cosyz+ C-z+D+
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Le condizioni ai limiti porgono:

MQ) =~E. ] . v'(0)=0 dacui~E-I- ~B'72+%}—»0

Xy =0 dacui: B+ D=0

M) =-E-I-v'(h=0 dacui:_E-I-{wA-v"~senvl~B-f-cosvl+%Jﬂ0 .

wh =0 dacui:A-senyHB-COS“!HC'1+D+2li~:0

€ in definitiva:

La soluzione si scrive, pertanto:

__p  |l-cosyl I I
v(z)—Y%.F[ senql senyz+cos ¥z~ 1 5 -2 z}

Tale espressione indica che:

e , ©w-E-I . . .
peryl -y ovveroper F— Fo=1" - —F ¢ cioé quando il carico assiale attin-
ge il valore critico, gli spostamenti v tendono al valore infinito e cio dipende
dallaver adottato una teoria linearizzata. ‘

La rotazione della sezione generica vale:
dv .. p 1-cosyl
dz ~ v(z)“y- F'[ “senqyl
¢ dungue le rotazioni delle sezioni di appoggio valgono:

veno B [l-cesyt y 1] p |, () A
@—U(O)W7~F[ senyl 2}“«;.1«‘ [tg[z 2

Volendo confrontare tali rotazioni con quelle ¢ = “ﬁf—E—I che si verificano per

- COS YZ~ senyz——;— (I- 22:)}

la trave sottoposta al solo carico trasversale costante p (in assenza di carico

3
assiale), si esplicita i valore di F:y'l_‘ E - I si moltiplica e divide per% . (—;—}

ottenendo:
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£+
1

&
S -

+
S
™

" 1 JF
272 ‘E U

i pud scrivere:

_pP 3.-tgu-w _p P
=24 ET 2 =54 g1 XV

1

Da quanto deuto si evince che l'applicazione di un carico assiale F agente
contemporaneamente a quello trasversale p determina rotazioni crescenti con
egge esponenziale all'aumentare di F,
. Ponendo nella espressione di uil valore di El ricavato dalla formula di Eulero,
tale parametro pud essere posto neila forma:

_ K ’\/WI
U=%4q9 - F.
- che ne evidenzia la dipendenza dal rapporto fra carico applicato e carico
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4.10.2 - II. CASO DELLA TRAVE APPOGGIATA SOLLECITATA DA UNA

ovvero:

COPPIA DI ESTREMITA’
A z m s
_ £ e
- . &1&‘_
|
Yy )
L'equazione di equilibrio si scrive:
E. 1. v+ F. v"=0
U“"'l"’}z'l.’"ﬁo CO-H:WF:E'I

La soluzione & del tipo:
wZ)=A-senyz+B-cosvz+C-2+D

Le condizioni ai limiti porgono:

MO)=-E.I.0"0)=0 dacut -B-y¥=0

v0) =0 dacul: B+D=0

MO)=-E.I.v"()=1 dacui: E-I-A-y senyl=M

m
uh =0 dacui H+C-1=0
e in definitiva:
B=0
D=0
m
AmF'sen'yl
m
C_:_f‘-_[
La soluzione si scrive pertanto:
m 'senyz =z
Uz ="F '[sen'yl_ l}
T E-T

Anche in tale caso per yl - nmovvero F-» 17 - T e ciog quar}do il carico

assiale attinge il valore critico, gli spostamenti tendono a divenire infiniti.
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La rotazione della generica sezione all'ascissa z si scrive:

m .
ey M y-cosyz 1
¢=vA="F [ senyl IJ

e dunque le rotazioni degli estremi valgono:

en Yy 1
o=V ="F [m_‘[]
os= U W%l !:““lﬁ—”ﬂ
Per confrontare tali valori con quelli delle rotazioni che si verificano nella tra-
e caricata dalla sola coppia 1T, si moltiplichi ¢ divida la prima espressione per
I/6 e la seconda per 1/3 ricordando che F'= 12 - EI

,oml e[ 1 1
PA=TE E- I ¢ |seny

EREcaT

PTTRE I M
Ponendo 32_1 = i, 8i pud scrivere: '
_mt o6 [ 1 U] _mt
“=FTE.T 9u |sendu ou|"6.E.1 *W
mt 3 [1 1] ml
=3 E.1 2u |2u wou 3.E.1 ¥

essendao:

e avendo posto:

¢<w=§-[ 1 '1}

u |sen2u 2u

3 1 1
Wy = ou’ [2u~ 7] 2u}
Questi ultimi prendono il nome di coefficienti di Timoshenko.
i nota che anche in tale caso:
per: yl — O risulta che ¢ — 1 e yw — 1;
per: vl -3 w, ovvero per F'=F, risulta che ©(u) - o € gL — .
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L'andamento delle due funzioni & in tutto e per tutto analogo a quello della
funzione y(u) rappresentato in fig. 9.4.

La rigidezza flessionale della trave vale dunque:
3-E-1 1

U
ed essendo yu) crescente col carico si dimostra che la presenza di una forza
assiale di compressione diminuisce tale rigidezza mentre la presenza di una
forza di trazione la aumenta.

Le costanti elastiche della trave, in presenza di sforzo assiale, assumono
pertanto le espressioni:

- — m__._.mgw._‘ (Ii)
Oa=op=0=gTpTT ¥

l
B=-5 &1 "™

Esse consentono di determninare rigidezze W e coefficienti di trasporto ¢ per
travi diversamente vincolate e sollecitate da sforzo assiale.

Ad esempio:
- per la trave doppiamente incastrata risulta:
W= ota _ 4. E.I . 3wy '
M(X.A'(X.B“Bz [ 4-1])2—(13’&
B _1 ow
_ o 2 wyu
- per la trave appoggiata ad un estremo ed incastrata all'aliro si ha:
3-E-T1
W= 1 - ;
t=0

Le espressioni delle rotazioni determinate in funzione dei coefficienti di
Timoshenko, come si pud notare, non sono lineari e ci6 comporta che per una
{rave caricata sia assialmente che trasversalmente il principio di sovrapposizio-
ne degli effetti non sia, in genere, applicabile. Si pué osservare, pero, che facendo
variare F'con 1M costante la legge carichi-spostamenti risulta asintotica mentre

variando M con F costante detta legge € lineare: esistendo, dunque, proporzio-
nalita tra carichi trasversali e spostamenti, il principio di sovrapposizione risulta
applicabile solo nel caso di carico assiale costante.
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Quanto asserito risulta evidente analizzando una delle due espressioni della
" rotazione; ad esempio essendo:

P=8"E-1

(L

Ef__ per TTl=costante risulta: ¢, = cost - &) (legge asintotica)
per F costante risulta: ¢, = cost. - M (legge lineare)
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4.11 - INSTABILITA’ EULERIANA DELLA TRAVE
DI SEZIONE GENERICA

Ove sia di interesse la deterrninazione del solo carico critico € possibile
prescindere dalle funzioni che definiscono Pequilibrio fondamentale e adottare
una teoria linearizzata del secondo ordine per la quale nell'espressione:

W= W2+ W W
W® si calcola esattamente;

W“”«—«.J o £ dV, ovvero ii lavoro delle tensioni del primo ordine per le
v

deformazioni del secondo, si calcola determinando lo stato tensionale primario
tramite la caratteristiche della sollecitazione interna e non attraverso le defor-
mazioni, ottenendo cosi un termine energetico del secondo grado che st indica .
con W, ®;

W si trascura rispetto ai due termini di secondo grado.

1l lavoro delle forze esterne risulta nullo non avendo tenuto conto delle
funzioni di spostamento fondamentali ed avendo ipotizzato che 1a flessionale sia
di tipo estensionale .

L'energia totale si scrive dunque:

T=W"+ W, ®
ovvero, I’ energia potenziale locale:
L=0®+ L%

Nei casl di seguito affrontati, essendo di interesse la sola determinazione del
carico critico, verra sempre scritta la EPL nelle configurazioni di biforcazione.
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4.11.1 - LA TRAVE SOLLECITATA ASSIALMENTE

L'energia elastica di deformazione vale:

o = ; '(E-Ixx-u"2+E.Iyy-u"2+G-1*- e‘z-»E-ru-e"ﬂ)dz

avendo trascurato il termine in w, spostamento che caratterizza Iequilibrio

fondamentale,

Il lavoro delle tensioni per le deformazioni del secondo ordine, potendo assumere:

ed essendo:

£
i 2
si pud scrivere:

m_lj

6, 0=

|y |

@= {u'2+ v+ 9% [(x_ xn)*+ (Y - yT)z] +2-0. [”’ X=X - U (Y- U ]}

u+u J.dA«+~

A

+6‘2v|j x'z~dA+j y'z-dA+xT2-j dA~f~yq~2-_f dA-2-xT-J. x dA -
A A A A

A

1 [ -
_2vyT.J‘ y.dA|+2-e‘-[v’-I x-dA—v’-xTAJ‘ dAwu’-J. y-dA+
A J L A A

A

+ u’-yr-f dAl}dz

essendo:

si ha in definitiva:

[ 2 aa-1.
A

J !f‘dA“—“Iyy

j x-dA =L=0

A

J. y-dA =L=0

A
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e ]

Lﬂmﬂ_éj

: [A : (u’% u"‘")+ 67 (Lx Ly + xe % Ay A)+
t

+2.8 (U yr-A-U - xr- A }dz
e ricordando che:

I I

Fep® e =p”
risulta:
an’=—%fﬂﬁ‘“~[u‘2+u’2+8'2-(pxz+xn~2+py2+yfz)+2-6’-(u‘vyr—v’-xr)]~dz
. 1
Essendo:

px ot xr® =par’
il raggio di inerzia rispetto alla parallela all'asse y principale d'inerzia per T
Py U =pyr’ |
il raggio d’inerzia rispetto alla parallela all'asse x principale d'inerzia per T:
2 2 2
Par "+ Pyr” =P
il raggio d’inerzia polare rispetto a T si ha in definitiva:

1

Lu(2)=“§'J—}‘:'(u'2'U’2+9'2‘PT2+2‘ u’.e’,y.r_.‘g. U'.e'.x.r).dz

L
Nel caso di sezioni dotate di due assi di sitnmetria essendo:

G=T, erzmpc;z ed yT=X-r“:0
risulta:
lvm=wé-_[mﬁ (u‘z + v+ 87 Pcz)' dz
i
ove il terzo addendo in pe®, come lanalogo in pr? delia formula precedente,
risulta trascurabile,
In definitiva Venergia potenziale locale si scrive:

[
L= ;J (E.L“. u"2+E-Iyy-v"2+Equ-9”2+G-I'-8’2)-dz—
27,

ﬁ‘[_;: (u'2+v‘2+9’2-p7~2+2- u-0-yr-2- v’-G’-xT)- dzwl
: j

La condizione di equilibrio VL = 0 si impone applicando 'operatore di Eulero
che da luogo al sisterna di equazioni lineari, differenziali del quarto ordine,
indefinite di equilibrio:
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%{E-Iﬁ-wn?% F.(z,f+e’-'yT)}m0

%[E-Iyy'v"]+%]j§- (v'—e'-xfr)}=0

—C;%[E-IM-G"]+~;—Z{FAprz—G-fJ-G’+—F—‘-(u’-yr—— v’-xr)]=0

DISCUSSIONE

Caso di sezione avente due assi di simmetria.
Risultando: T=G, xr=yr=0 epr’=ps’
il sistermna assume la forma:

[E-I- u"]"+F- u’} =0
[E-L, v 4{?- v’]
[E - In-ﬁ"]’“{»[F- pa’~G- I‘J-B’] =0

Le tre equaziond di equilibrio risultano disaccoppiate e, dungue, si possono
verificare separatamente due fenomeni di instabilita flessionale, nei due piani
di simmetria strutturale, ed un fenomeno di instabilita torsionale, retti ognuno
da una equazione: esistono, pertanto, tre carichi critici che caratterizzano 1 tre
diversi comportamenti, il pit piccolo dei quali, compatibilmente con la possibi-
lith che si verifichi la corrispondente configurazione di equilibrio deviato,
rappresenta il carico da non superare.

Caso di sezione avente un solo asse di simmetria.
Ipotizzando che sia, ad esempio, x'asse di simmetria risulterd yr= 0 e, dun-
que, il sistema assumera la forma:

[E - u"]”+b' u’] =0
[E.- Iy - u"]"+i§§- (v-o- xz)] =0

[E-IM°9”]"+I:@;- prz—G~f]-9’—_ﬁ‘—- v’-xT} =0

Sinota immediatamente che la prima equazione risulta indipendente mentre
le altre due sono accoppiate: cid traduce il fatto che l'instabilita pud verificarsi
per sola flessione, nel piano di simmetria, oppure per flesso-torsione.
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1 carichi eritici sono due, uno relativo all'instabilita puramente flessionale ¢
I'altro relativo all’instabilita flesso-torsionale: di questi interessera ai fini tecnici,
ovviamente, il minore.

Caso di sezione avente forma qualungue.

In tale caso il sistema risolvente & quello completo in cui le tre equazioni
risultano tutte accoppiate; tale circostanza esprime il fatto che linstabilita ¢
legata contemporaneamente alle flessioni nei due piani coordinati ed alla
torsione. Delle infinite a tre soluzioni che rappresentano le autosoluzioni
flesso-torsionali, anche in tale caso, interessa il minore. |

- Al fini applicativi si riportano di seguito alcuni casi di interesse tecnico.
Problema 1.4: Calcolare i carichi critici di una trave a sezione costante dotata

di doppia simmetria vincolata alle estremitd da appoggi torsionali e caricata
assialmente da una forza concentrata F.

fig. 11.4

Le equazioni che reggono il problema si scrivono:
E-Le-u”+F u'=0
E M Iyy M v”” “im—.F_‘_' v" = 0

E-Iu-e”"wkfl;- paz—G-f]-e"xo
oVvVero:

u””+ a2 A un =O

U 4B U =0

0" +¥ 8" =0

avendo posto:

ET,’ TR




Le soluzioni del sisterna sono del tipo:
u=A, sennoz+ B.ecosaz+ G- 2+ D,
v=A, senfz+B,cosBz+ G, z+ Dy
9= A;-senyz+ B.cosyz+ C,- 2+ D,
Le condizioni ai limiti porgono:
') =0 dacui: B,=0
w0 =0 dacui: D,=0
() =0 da cui: - A, sen alp = 0 che implica: A.= 0 oppure senal=0
wl) =0 dacui: Ci=0
(O =0 dacui: By=0
w0 =0 dacui: =0
v'(b) =0 da cui: - A, sen Blo =0 che implica: A, = 0 oppure sen =0
ly =0 dacui: ;=0
e"(0) =0 dacuit B.=0
80 =0 dacuir D,=0
8"(k) =0 da cui: A; senyb = 0 che implica: A:= 0 oppure senyl=0
8loy =0 dacui: C.=0
Le soluzioni diverse dalla banale, corrispondono alle condizioni:

2
- o= NS .
senab=0 dacui: ab=rm ovvero: o BT

B . B e F rt-n?
senfBlo=0 dacui: Bb=rnm ovvero: B "ELE

ey 2 2
senylb=0 dacui: yh=rm ovvero:'ysz p;; }G fmnzlof
R Y

e da queste:
— 2 .
e ZE L

ﬁg,ﬁ.ﬁ;g,jﬁgg

Fy =1t

w-E-hh G-I 1 (7 E @

. + e 2 L G T
pa’-b®  p&  pE L

I valori det carichi critici sono in definitiva,

T E Ln ,
Fp e —BF per instabilita flessionale nel piano x-z
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per instabilita flessionale nel piano y-z

= g+ ——5~ DT instabilita torsionale

pe” - lo Pa

Come si vede, esistono tre distinti possibili fenomeni di instabilita, indipen-
denti 'uno dall'altro, cul corrispondono tre diversi carichi critici it pia impor-
tante dei quali &, ovviamente, il minore.

Per il carico critico corrispondente all'instabilita torsionale risulta:

- nel caso di sezioni compatte per le quali si possa assumere by = 0

Feg= %;»5— (indipendente dalla luce b)
- nel caso di sezioni diffuse per le quali si possa assumere I'=0
- E- b
Pa 2z lo 2

Si dimostra che, intendendo per b la lunghezza libera d'inflessione della tra-
ve, ¢ possibile utilizzare le espressioni dei carichi critici innanzi ricavate per
gqualunque condizione di vincolo.

Ad esempio, nel caso di travi a sezione rettangolare di dimensioni bxh
risuitando:

Fc0=

+b
12

B h R -b
la==15" lwy="757 P

[wl]

B { h .
quJ-J )‘Z'J'dx'dy“fi fiﬁdy _xz_deblz.LhS
b 2|z

3
I*zh'sb (per h>> b)
i carichi criticl assumono i valori:
' 7 B-h
FQ=E.E. e
o R - b
F"y_TZ—'E'WLOT
' 3_ 3 . 3
" i B - K h b

cﬂﬂi“z"E‘m+4'G'm
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Problema 2.4: Determinare i valori dei carichi critici per una trave, avente
sezione costante di formma qualunque, vincolata alle estremita da appoggi
torsionali e caricata assialmente da una forza concentrata F.

Le equazioni che reggono il problema si scrivono:

Ele U"+F W+F. yr-6"=0
E- Ly, v” +Fu -—ME‘M- xr- 8" =0

E L 87+ F~pT3—G-1']-B"+F-yT- U -F-x v"=0

ovvero nella forma.

EL

U ue oy 8" =0

U U-B x0T =0
ety 08y -8 - D7
avendo posto:

F
2._
*TETIL
F
2 .
b T E I
s FoptGr
E- L
F
2 _
E\B_J‘L‘-I;&;..
Le soluziord saranno del tipo:
u=a-sen %
b
n-mw-z
=h. Lrre
v sen—
6=c-sen 7
b

che, derivate e sostituite nel sistema iniziale pargono a meno dell'irrilevante
2

. nm-z
fattore =T sen

lo .
. 2
a_[rf ] —az}c'“z‘ymo

102
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b-[%?“—ﬁz}auc-ﬁz-meO

IO 2
La condizione perché tale sistema di equazioni algebriche lineari nelle inco-
gnite a, b, c ammetta soluzioni non banali & che sia nullo il determinante dei

ma.82-yr+b-82-xf+c-(rﬁ'ﬁz—y2]=0

coefficienti,
Moltiplicando la prima equazione per E - I, 1a seconda per E - [, la terza per
E . L, ricordando le espressioni di o.,B,v.8 € ponendo:
o E L |
l?

— 5" E-ly

F, =
Y b
e Ia 1
B=lrt @ E S+G-T|—%
| 8 [ i 102+ ]9‘1‘2
risulta
R
(5P e (Fn)-o
b MFE“—E:}+C~F-XTJ=O
[ -
- F-yTJ+b-&-xTJ+c-fFQ—F)pT2=O
La condizione 1A | =0 porge, pertanto:
_FT—F 0 —_ﬁ-yr
] mﬁ—?‘: _ﬁ:'X’r =0

T (e

Risolvendo il determinante si ottiene un'equazione di terzo grado in F lecui
radici forniscono i valori dei carichi di biforcazione: quello di interesse €,
ovviamente, il minore.

Nel caso particolare di sezione dotata di doppia simmetria (xr = yr= 0) la ma-
trice diviene diagonale ¢ si ritrovano i tre distinti carichi critici gia determinati
nell'esempio precedente.
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4.11.2 - LA TRAVE SOLLECITATA FLESSIONALMENTE!"
Sia y-z 1l piano di flessione corrispondente all’'equilibrio fondamentale.

L'energia elastica di deformazione vale:
q>‘2>=é--f (E.Im. U2+ E- Ly 6%+ G-I‘-e’”)- dz
t
Avendo trascurato 1 termini neghl spostamenti v e w che caratterizzano le
configurazioni di equilibrio fondamentale.
Per quanto riguarda il {avoro defle tensioni per le deformazioni del secondo ordine, nel
caso generale di sollecitazione flessionale indotta dai momenti M, ed M, (positivi

se i vettorl sono equiversi agli assi coordinati) la tensione ¢, assurme l'espressio-

ne:
sz—}Mj - x-»{»-]—;—ly . y
- X Yy
per cul risulta:

L;‘z’=%-J.J‘ [P}Mﬁ-x+%-y}[ua+v’2+eﬂ-(x2+y2+xq~2+yq~2—
t A i

yy
—2-x-x7—2-y-yT}- 2-6’-u’-(yﬁyﬂ+2-8'-v'i(x—xT)]-dA-dz=

=—é. %E—u’z~] x-dAwU’z-J x-dA+

[ A A

+9’2{—J- )?-dA—-j X-yz-dAmxrz-J x-dAmyT24_[ x- dA +

A A

+2-xT-J‘ x’-dA+2-yT-J x-yvdA}+2-e’-(u'-J‘ y-x-dA-
A A ) k A

-—u’-yTl-J x- dA - v’-j Xz'dA-i-v’~X-g~-J‘ x-dAE-dz+

A A

*®
) la trattazione & valida, a rigore, per la sola flessione uniforme e, pertanto, nel seguito { momenti

flettenti si assumeranno costant con z.
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+

B | b

J%Euzj y-dA+u‘2-J y-dA—rﬁ'z—{J‘ P -dA+

W A

+x1n2-j y-d&+yrz-j y-dA+yT2‘Jl y-dA—2-xT-j x-y-dA-
A A

A A

mz.yr.j yz-dA}rz-e‘[_u‘.J‘ yz-dA+u’-yT-J y-dA+

+ u‘-J x-ydA-—v':xT-J‘ diﬂdz

A A ll
Essendo:

j x-dA=L=0

A

J y-dA=IL=0
A
[ ¢ are
A :
J Ef‘dA:Iyy
A
A

3
J Y - dA = Dy
A

j x-y-y- dA=lyy

A

j X x Yy dA=luy
A

Risulta dunque:

LGCZ):_,._

j Mx.[eﬂ.(—rﬂ"f—!ﬂ‘i—z-xy}kz-BVv’:]-dz+

+%J. My.[e'z.[gﬂy_ﬂmmg.yr}_g.e’.u’].dz

Iyy
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Ponendo:
Loo + Ly
Ixx
.nulio per sezioni aventi iy come asse di simmetria e:

-2-XTE2-Y}

Loqy + Ty
Iy&i
nuilo per sezioni aventi x come asse di simmetria, si potra scrivere:

m2.y1.=2.ry

'LG‘Z}mLMX‘Z’J;»LMy@’m—J‘ Mx-(a"".rx+ v’le’)-dz-&_’- My—(3‘2~ry~«u’-e’)-dz
i 1

ove i termini in rrisultano trascurabili rispetto agli altri.
. Per sezioni dotate di doppia simmetria:

La{2}=‘[ 9"(Mx'v'+My' U.') - dz
1

. Per il particolare caso in esame, trattandosi la sola flessione nel piano y-z
indotta dalla coppia M,, nella configurazione di biforcazione il lavoro assumera
Tespressione:

N T R
1
In definitiva I'energia potenziale locale si scrive:
=5 (E Lo UP+E L 02+ G- T e’2)- dz-&-j%-(@’z- Iy~ u - e’)- dz
i i

Applicando gli operatori di Eulero si hanno le equazioni dell’equilibrio deviato:

(f " o i *
i(EIu-@")—i(Gf'-ﬂ')«%Ef_Aiu'—2>ﬁ.~£(r-9')20
dz* dz Y o dz Y odz'Y

ovvero, in forma pia sintetica, indicando con apici le derivazioni rispetto a z:
(E - Lo ™) +E-6"m0

(E ks 00 —(G-T-0)+ M, - [1'~2-(r, 0)] =0
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Poiché le equazioni, anche nel caso di sezione simmetrica (ry = 0). risultano
sempre accoppiate, linstabilita avviene sempre per flesso-torsione e dunque le .

e _— s B
sezioni, pur conservando la forma, subiscono traslazioni e rotazioni.

Problema 3.4; Determinare il valore del carico critico per la trave su appoggl
torsionali, di sezione costante qualunque, semplicernente inflessa da due coppie
uguali M applicate all'estremita. Indicando con M il momento flettente costante
che si verifica nella trave le equazioni che risolvono il problema si scrivono:

+

fig. 12.4

E L. u"+M 8" =0

E' I;Q_‘ 9"”-——(0-1“"’2‘0}-‘&-' ry)_e”+M_ il mo
ovvero:
u” ot 0" =0
9y e+ & U =0
avendo posto:

M
2—,..,..,.,.‘_,_,.,___...
¢ CETL
"FEG'I*‘Fz'MiIM'ry
E - L

(*) 11 problema dellinstabilita flesso-torsionale delle travi alte e snelle venne affrontato da Prandtl

alla fine del secolo scorso.
51 noti che tale fenomeno & duale di quelle dellimbozzamento (instabilita locale) per il quale la

sezione non subisce spostamenti u e vma perde la forma.
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M

" E-L,

Le soluzioni del sisterna saranno del tipo:
n-m-z

52

u=d- sen

b
' n-%T-z
B = e. ser —————

b
che, derivate e sostituite nel sistema di equazioni differenziali, a meno dell’

2 " - a
influente fattore n lonz - sen d T{ z porgono:

—d~82+e.( L7 +yz}=0

Moltiplicando la prima equazione per E - I € la seconda per E . I, ricordando
le espressioni di o, B%, ¥* e ponendo:

- El, -

v 2

.a* . EIL —_
E_E?Eﬁi,a.mea

- si pud scrivere:
d-Fe~e-M=0

—d M+e- (nlt—4;,+2-ﬁ' ryJ:o
Tale sistema di equazioni algebriche lineari nelle incognite d ed e ammette
soluzioni non nulle solo se & nullo il determinante dei coefficienti:
F. -M -0

-M M+2. M. Fy
che porge l'equazione di secondo grado in M:
3. (2 B -0
Le radici dell'equazione forniscono i valori che danno luogo all'instabilita

flesso-torsionale, ovvero al cosiddetto fenomeno dello svergolamento: interessa,
come sempre, il pit piccolo di tali valori:
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e 2
MﬂFx- ryi’dfﬁ,ry} +E—ITIG

sd di sezione simmetrica rispetto al piano x - z e compatta si ha:

nel €2 e
M?2-F M=0

a cul:

d M=+ VE-R=2%~E\’E-L“-G-I*

ae il valore del carico critico:
e duﬂq - \/_.h_
TT!c=i£~ E I.-G-T
reﬂde anche nome di formula di Prandtl {1899),
ne P
pi di calcolo che per brevita si omettono consentono di ricavare, sem-
a travea sezlone simmetrica, compatta, vincolata da appoggi torsionali
ata nel piano y-z, i valori del carico critico per condizioni di:
iformemente ripartito su tutta fa fuce:

3
‘ nErato in mezzerid.
fi&a coﬂce
< p-2 B VEILL GT
716 L? ol
ulazioni riportate possono, in prima approssimazione, considerarsi

TITY
ne per sollecitazionida flessione ¢ taglio dato il trascurabile contributo

& pef !
soltecit
= ;i rico n

pe 1°
A€ anc
4311?.1651:’111&110' '

ai 4
y ¥ L]
obl€
S

a 3.4: Determinare i carichi critici flessionali per la trave, semplicemen-
. di luce 6 m* realizzata con IPE 200,

IPE 200 ,

-y
1
l 6.00m
|

b4 fig. 13.4
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Caratteristiche della sezione: B
H = 200 mm

-+
-

B =100 rn + E

t =56 mm s I | 5 J

s =8,b mm X % t

L. =142 et H e ] B
E =21 10°MPa ;
E-[.=298  KNn? ' !

I =516 ot + SI L |
G =8-10" MPa Yy

G-I =420 KN ‘
o =13 10°cen? fig. 14.4
Coppia critica:

mg .N208- 4,90 = 18,52 KNm

Carico uniformemente ripartito critico:

| _3 .=
Pe= 392 63

Carico concentrato critico:

4
P.= -i% . % V298 4,20 = 17,95 KN

N298 - 4,20 = 4,70 KN/m

Problema 4.4: Determinare il carico critico di una trave in acciaio con sezione
a T di luce 2 m caricata da due coppie alle estremita.

m m
N [ f
2.00m
Yy
fig. 15.4
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Caratteristiche della sezione:
B=100 mm
s=10 mm
E=2,110° Kgeri'®
G=04E=8-10° Kgoni' ®
e trascurando le potenze di ordine superiore:

.s-B*=83,33 cnt*
.s-B*=208,33 cmt*

I.xxy—"‘— _[ X5 d’x-—-——@*s B =-208,33 cnt

3
Iyyy=(‘§} s B+_f Y’ -s dy= 16 5. B =625 cn’

4:

yrmmngQ,Scm
Loy + I 7

oyt by L g

Ty oy Ur 20 B=3,5cm
.21 10°. 83,33

Fo= t e = 4 KN

500° 43178 kg =431,78
I'—-m . hb® m%gcm“
E-Li=0

Mo,=G.T=8.10° 23? 5333333 kger?® = 5,3 KNi?

da cui:
My

> = 15,1123 +15,1123%+ 431,78 x 5,3
M2

ovvero: .
Ma =86bKNm
MzﬁmS?)KNm
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‘LA TRAVE SOLLECITATA TORSIONALMENTE

ﬂefy‘la elastica di deformazione vale:
<1>@’=»~»2j=~ : I(E I - U+ E- Iy - v"z)- dz
i

:'compaionb i termini in w e 0 che caratterizzano 'equilibrio fondamen-

L.,‘z’:%-". M, - (u”~ v-u- v”)- dz
energia poteriziale locale presenta, in definitiva, 'espressione:
m%- [E-I,,x U2+ E Iy v+ M,- (u v-u- v):|dz

aso in cul risultine E - L, E - I, ed M, costanti si ha:
Efm . u",. +WMM'Z . v’,' o 0

Ely- 0" - M, u" =0
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5 - LE ASTE PIANE AD ASSE CURVILINEO
5.1 - LA TRAVE ANULARE COMPRESSA UNIFORMEMENTE

Si considerl una trave piana circolare di raggio R e sezione costante, unifor-
memente compressa da un carico p ripartito per unita di lunghezza.

N Y

TN fig, 1.5 ?N

La funicolare dei carichi coincide con I'asse della trave e lo sforzo normalie,
ricavato dall’'equazione di equilibrio:

J‘p-R-da-senoc—2-N=O

vale:
N=-p-R
Configurazioni di equilibric deviato possono corrispondere all'insorgere delle
funzioni spostamento, radiall v e tangenziali w.
Analizzando la deformazione dell'elemento di lunghezza dc, le componenti di
spostamento w e v danno luogo alle componenti di deformazione:

o AW __dw
““ de R da
e__2A11:(R—.1))~2-11;-R‘_ v
- 2.%-R "R
da cui:
e re=s B2 b
WEHTR |da
ed ancora: _
1 1
{2) i .2=__ 2
=g v =g ?




La consueta ipotesi di deformazione flessionale dell’anello di tipo inestensio-
nale, ossia senza variazione di lunghezza, comporta:

13 dw
e'=0 ovwerg ——=v
' o

condizione che consente diricavare una componente di spostamento in funzione
deil'altra.

Proseguendo nello studio della deformazione dellelemento generico dc, es-
sendo le rotazioni dovute alle componenti di spostamento:;

_dv
Q=
_w
=R

si ha la rotazione totale:

che per £ =0 fornisce :

do
La curvatura dell’elemento, ovvero la rotazione relativa tra due sezioni a
distanza dc, vale:

‘p%Uu-mi‘f}

_de_1 do_1 (dw dv
*“ "R @ R |do " d?

e per £V = 0 si scrive:

1 d*v
AR
Assumendo che la deformata flessionale dell'anello sia espressa dalla fun-
zione (che riduce il sistema continuc ad un solo grado di liberta):
U= Uy, COS 1
cui corrisponde per deformazione inestensionale :

1
wﬂjv-da:?lvn-sennfx

- 8i nota subito che le funzioni deformazione hanno significato solamente per
n> 2, rappresentando esse per n = I una semplice traslazione rigida dell'anello.
Esprimendo rotazione e curvatura in funzione di ve w:

S dv) v, (sertno 1-1
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da cui
v
ﬂ w-(1-n’
@‘%%I 2 R do= (2 ) EI‘QSI bn 2
— x I““ﬂzz
Rz ¥
Lsa)__p _J.Z(pz da”““””“ 2n p vn.

Si osserva immediatamente che per i = I risulta 9 = L, ® = 0 e ¢i6 conferma
come tale caso non corrisponda ad una deformazione dell'anello ma ad una sua
traslazione rigida. A

L’EPL st scrive dunque:

2
M TR E-T p
2 R

L=

ed imponendo L= 0 si ha:.

n-(i—nz)z- %—}% =0

da cui, avendo escluso la possibilita che sia n = 1, il carico critico corrispondente
alvalore n= 2 &:
4.E-1
Pe=—pr—
da cui lo sforzo normale critico:
4-E-1
Ne=-~pc-R=~ g
che posto nella forma:
Ne = 1;2 E
- R RY
2
coincide con il carico critico euleriano di un’asta avente lunghezza libera di
inflessione pari ad un quarto della lunghezza dell'anello.

Ove T'anello risulti compresso idrostaticamente, ovvero il carico p muti la sua
direzione con la deformazione dell'anello, questo non pud pin essere considerato
conservativo ma diviene posizionale, essendo caratterizzato da cormnponenti
radiali e tangenziali variabili al variare di ¢ con leggi:
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2

_— — — 2
p=p-cosg=p-|1-5|=p-p- T

Pi=p-seneg=p-¢

per quanto attiene p, il primo addendo € stato gia considerato (forza conser-

ativa) mentre il secondo, essendo quadratico, da luogo ad un termine di ordine

erfore rispetto a quelli di secondo grado che intervengono in L,
componente p; da, invece, luogo al lavoro (posizionale) di second’ordine:

1 [ —

che essendo:

Lm{z):%‘};’n.(l—nz) o

Un
n
:In definitiva risulta per tale caso:
[P p® ], ‘2j+14pos @ _

H]
F
itrj
-
|
hs
o~
H
:&7
~——
+
:Ni-g |

a cui, imponendo la condizione di equilibrio:

n-(l—n”)-vn' %-(1—n2)+_§ =0

p= EL (n2 - 1)
per n = 2 il valore del carico critico:

3-E-I
Pe=—R—

i piceolo di quello di quelle calcolato nel caso di forze conservative.
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Entrambe le espressioni del carico critico cosi ricavate consentono di definire

immediatamente {l carico critico dei tubi sottoposti a pressione esterna unifor- -
me.

Con riferimento al tronco di lunghezza unitaria assumendo come rigidezza
flessionale quella degli elementi bidimensionali:
E. §

12 - (1 - vz)
risulta, nei due casi esaminati:

4-D E 33
Pe= Fra IR

3.(1”@)

D=

OVVETo:

p3D___E ,[g]s
TR 4-(1~««v2) R

validi sia per le travi rettilinee a sezione tubolare con R>> s che per i serbatoi
cilindrict lunghi,
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ISTEMI DI ASTE PIANE

finiscono sistemi di travi quelli costituitl da un insieme di aste collegate
i cerniera o incastro: nel primo caso si parla di strutture reticolari, nel
so, ove la condizione di carico appartenga al piano della struttura, i
si definiscono intelaiatie di essi si trattera essenzialmente nel seguito.”)
-:'énto attiene le azioni esterne risulta necessario distinguere il caso di
taz ne puramente assiale da quello in cul sono presenti anche carichi
salf: nel solo primo caso pud verificarsi l'instabilita euleriana e dunque
veré senso parlare di determinazione del carico critico; nel secondo,
_ii sistema in equilibrio di seconda specie, il problema diviene quello di
ilire come la presenza dello sforzo normale influenzi il comportamento
joniale della struttura e quindi, semmai, di ricercare un carico limite.
oliaéso, in generale, pud avvenire per instabilita o per plasticizzazione.

50 di sollecitazione ortogonale a tale piano detti sistemi prendono, comunemente, nome
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6.2 - STRUTTURE RETICOLARI

Al contrario di quelle intelaiate che raggiungono il collasso per condizioni di
plasticizzazione, le strutture reticolari, rimanendo elastiche a lungo, pervengono
alla crisi per instabilitad della aste compresse. Equilibrio e congruenza sono, in
tali strutture, compatibili con soli sforzi e deformazioni estensionali valutabhili,
per la piccolezza degli spostamenti, sul sisterma indeformato. ,

Gl sforzi nelle aste S(F), funzioni del carico nodale applicato, presentano
equilibrio fondamentale di prima specie rendendo cosi lecita una analisi lineare,

H carico critico, nell'ipotest di struttura perfetta, é il pii basso di quelli relativi
alle aste che costituiscono il sistema reticolare,

Ricerche compiute da Massonnet indicano che il collasso ha origine, sempre,
per I'instabilitd di una sola asta (mentre le altre aste rimangono elastiche) cui
consegue la rovina totale,

Anche per le strutture reticolari lo studio del comportamento paost-critico
risulta indispensabile al fine di valutare la sensibilitd alle imperfezioni che in
tali casi pud essere notevole,

Nel caso del grigliati a doppio strato molti progettisti credono che, trattandosi
di strutture ad elevata iperstaticita, queste posseggono una elevata riserva di
sicurezza: I'esperienza ha dimostrato che tale opinione & errata. _

La differenza fra i comportamenti a trazione ed a compressione delle aste
implica che quando un elemento teso raggiunge il limite di snervamento la sua
capacita portante rimane costante e gli ulteriori aumenti di sforzo vengono
distribuitl e sopportati dalle aste vicine: quando un'asta compressa, invece, si
instabilizza, essa perde ogni capacita e tutto il carico che le competeva deve
essere assorbito dalle aste adiacenti.

Per tali strutture, e particolarmente per quelle reticolari spaziali, grande
importanza assume il comportamento post-critico in considerazione dell'in-
fluenza esercitata dalle imperfezioni che in tali tipologie si sommano nelle fasi
di montaggio determinando drastiche riduzioni del carico che induce il collasso
per instabilita.
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empl'e possibile, mediante una teoria del second’ordine.

quanto riguarda i telai a nodi spostabili il fenomeno della instabilita é
ortante quanto quello della plasticita.

i strutture vanno progettate tenendo conto dei momenti addizionali pro-
Jalle componenti orizzontali degli spostamenti dei punti di applicazione
féfze ovvero del cosiddetto effetto P-A, e della riduzione di rigidezza
oﬁale dovuta allo sforzo normale.

: quanto attiene, invece, 1 telal a nodi fissi se ne pu6 valutare la capacita
nte isolando, con le cautele in precedenza menzionate, le singole aste e
&(;bonendole agli sforzi assiali e flettenti che loro competono.
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6.4 - STABILITA® GLOBALE DE] TELAI IN CAMPO NON LINEARE

E’ noto come i metodi generali per il calcolo dei sisterni di {ravi, nel campo
dei piccoli spostamenti e nell'ipotesi di materiale ad elasticita lineare, siano due:
- Metodo defle forze nel quale si assumono le reazioni iperstatiche come incognite

¢ si procede alla loro determinazione risclvendo delle equazioni di congruenza,
ovvero individuando fra le infinite configurazioni equilibrate I'unica congruen-
te.

- Metodo degli spostamnm{‘B nel quale si assumono come incognite gli spostamenti
nodali e si procede alla loro determinazione risolvendo equazioni di equilibrio,
ovvero individuando tra le infinite configurazioni congruenti I'unica equilibra-

ta.

1 secondo procedimento risulta, in generale, pii vantaggioso del primo per-
ché consente una scelta univoca delle incognite, una riduzione del loro numero
e d& haogo a sistemi di equazioni ben condizionati.

Si danno nel seguito alcuni cenni di calcolo det sistemi di travi con il metodo
degli spostamenti, rinviando per una trattazione completa dell'argomento ai testi
classici di Scienza e Tecnica delle costruzioni.

Per semplicita di esposizione verranno trattati i soli sistemi piani che, nella
pratica professionale, costituiscono i casi pit ricorrenti, anche se nessuna
particolare difficoltd presentano i sistemi spaziali per 1 quali si tratta semplice-
mente di raddoppiare termini noti ed incognite del problema.

Si consideri, dunque, un qualsiasi sistema piano di aste, costituite da mate-
riale linearmente elastico, caricato solo in corrispondenza dei nodi: tale ipotesi
non limita affatto la generalitd del problerma potendosi riportare qualsiasi azione
esterna ad una scllecitazione puramente nodale.

Essendo il sisterna piano, ogni nodo possiede tre gradi di liberta v, w, ¢, che
rappresentanc rispettivamente: le componenti di traslazione secondo gli assi y
ed zdi un sistema generale cartesiano ortogonale di riferimento, € la componente
di rotazione intorno ad un asse parallelo ad x.

Detto iil generico nodo della struttura, indicheremo con:

S = (U, Wi, ) il vettore di spostamento del nodo i

Fi=(FFa My il vettore di carico applicato al nodo i

"}

Detto anche delie deformazioni.
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Per effetto degli spostamenti che la struttura subisce in conseguenza della
deformazione si genera in ogni nodo { un vettore di reazione R, che, nell'ipotesi
assunta di comportamento elastico lineare, é esprimibile come combinazione
lineare degli spostamenti degli n nodi del sistema tramite i coefficienti K, che
prendono nome di coeﬂiczentz di rigidezza globale:

=Ky - 81 F corunnn. s R
Ma per l'equilibrio del nodo i dovra verificarsi I'eguaglianza:

R=F

e dunque la generica equazione di equilibrio si scrivera:
Ka-Si+ i + Km Sn=F

K1;-§1+ ............ +K1n'§nm£‘1
K,ﬂ-_§J+ ............ +I{;m'§n=£n
© esprimibile con simbologia matriciale nella forma:

K (s ={H

avendo indicato con:

Kl 1 savnans Kl n
Kl =] i,
Koy ooneeee K
la matrice di rigidezza globale della struttura;
o
g =
[Sn
- 11 vettore di spostamento dei nodi;
_ F
E,

_: il vettore di carico nodale.
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Volendo essere ancora pit espliciti: ‘
- nel caso trattato di sistemi piani, i vettori s} ed {F} risultano a tre componenti
mentre { coefficienti di rdgidezza sonoe sub-matrici 3 x 3 per cui si pud scrivere:

- - 251 Fyl
* X le
Ky . K

¢1 Mxl

o D Fim
Ko . Ku - i
- - @n M

- nel caso di sistemi spaziali 1 vettori {sj ed {F} risulteranno a sei componenti
mentre
i coefficienti di rigidezza saranno rappresentati da sub-matrici 6 x 6 per cud
sara:

Kll . Kln
[K] I .....
Kaua . Kun
—u“l ] -ka 1
h Fa
iy Fu
¢x1 Mxl
q)yl Myl

t1)21 ) Mz}

F xin
Un F, yn
Wy Fon
Qrn M
@yn Mgn
O [ Mer |
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In ogni caso {s] rappresenta il vettore incognito determinabile tramite le
matrici note [K] ed {F attraverso l'equazione:

g =K1 (A

ove [K} ed {F si costruiscono per assemnblaggio delle matrici relative alle singole
aste componenti la struttura.

Si consideri la generica trave, avente per estremi i nodi i e j, supposta
incastrata:

4

conseguenti alla deformazione nascono nelle sezioni i e Jlereazioni T, N, M

focale I, nella forma:

To=FKuiy - B+ g - W + Koo - ot Fua - Bk Kas - 1 + s - §
Ne=TFor - Dot Foz - Bt Fos - Gt Fos - Ty + Kios - Ty + Foos - 3
Mi=Far - Vit Rz - Wit Ras - et sa - Ty + Fos - 1y + Ts -
T=FKu - 0o+ Kio - W+ Fas - 60t Faa - T+ Kas - 1+ s -
Ny=Fer - Dot Rosp - Wi+ Ko Gt Koa - By + Koss - 10 + Koo - By
My =For - Dot Koo Wi+ Koo - oo+ Foa - Ty + s - by + Foo - By
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Con notazione matriciale tale sistema assume la forma:
) e

avendo indicato con:

il vettore defle coratteristiche focali dell asta (L, j);

{E{U)} =1V, Wi Gn Uy Wy @J}
il wettore di spostamento locale defl'asta (i, j);
[’;E(t _ﬂ] I T P RRRRL

la matrice di rigidezza locale dell 'asta (i, j).
Per I'equilibrio dovra risultare:

-

avendo indicato con

il wettore dei carichi nodali sull ‘asta (i, j} nel riferimento locale.
L’equilibrio dell'elemento di estrermi i, j sard, dunque, espresso dalla equazio-

o] -4

ne:

- 128 -




- ove la matrice di rigidezza locale della generica asta pud essere anche riguardata
“come insieme di guattro sottomatrici:

fu ke ksl ke ks K| *
ka1 Koo o : Koa Teos Toss |
B Re Re 1 R Re Rel R | K,
Rl T R
s i -
ka ke ke z K ks Fas I i ks
Ko ke ke | ke e kel | _
koo ke ke : Kee ks s




che, con notazione rmatriciale, si possono scrivere:
(5=t (s)
avendo posto:

[cosa -~sena O 0 0 0] o 1 0
-serta COS O ] 0 0 0 i
0 0 10 o of | '
2] = 0 0 0 cosa -—-seno O |
0 0 0] seno  Ccoso 0O 0 : ©
¢ 1] ] 0 O 1

Quest’ultima prende nome di matrice di rotazione e, come si vede, pud essere
riguardata, anch’essa, come insieme di quatiro softomatricl.

Valendo le relazioni:

{9} =101 {s“ﬁ}u

1o
-1

a sostituzioni effettuate si scrive:

7] 1. -t
Premoltiplicando entrambi i membri per [Qf", essendo [Q] ortogonale ed
QI = [Q], risulta [Q]7 - Q] = (1] e, dungue:

(" [73‘1’} 1] - {9} = {F)

Tequazione:

Dovendo essere:

9] {5 -

si ha l'uguaglianza;

[k‘”’} =07 [‘E‘iﬁ} 9]
che consente di trasferire la matrice di rigidezza della generica asta dal riferi-
mento locale a quello generale.

Ricordando, peraltro, la possibilita di esprimere le matrici ["13”’] ed [ come
insiemne di submatrici:

- 130 -

|
|
i
|




*iat i EJ«
sl
. I J—
e kg
@ | O
I
) = | ———— -
|
O w

essendo:

cosS O — Sena 0
o] =|sena cosa 0
0 0 1
sl potra scrivere:

[k‘“’] Rl e e I

avendo posto:

(kg = [m}’-“-["xat} - lol
ksl = ol [EJ] o]
[kl = [k d = [m}f-[‘klj] o]

Note le matrici di rigidezza delle singole aste nel riferimento generale, la matri-
ce dirigidezza globale dell'intera struttura:
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si otterra per assemblaggio delle:

]|

costruendo la generica sottomatrice K di rigidezza globale come somima delle
sottomatrici ki, di rigidezza delle singole aste che hanno gli stessi indici: '

(Kl = 2, [l

Nurner:indo opportunamente i nodi della struttura, in maniera cioé che la
differenza d = i~ j fra gli indici degli estremi di una stessa asta sia la minore
possibile, si possono ottenere matrici [K] a banda con dimensione di questa pari
a: d+3.
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6.5 - LA MATRICE DI RIGIDEZZA LOCALE DELL'ASTA GENERICA

Come si € visto, per costruire la matrice di rigidezza globale della struttura &
sufficiente conoscere, le matrici di rigidezza delle singole aste nel riferimento
locale x.y,z. Preso, dunque, in esame l'elemento generico di estremi i, j determi-

niamo per esso la matrice [}E@ A
Corredando le righe e le colonne con le rispettive coordinate, risulta pit
evidente il significato dei coefficienti di rigidezza locale:

oW b u W &

kn ke ks ki Fs ke[| T
Tor K ks ke kes kus| N
kst ke ks ke Kes kee| M
kn ke Fas ku ks k| T
fo ke ks ke kes ks N,
Kot ke kes Kos kas Kes| M,

It generico coefficiente rappresenta, dunque, la caratteristica della corrispon-
dente riga quando si assuma la componente di spostamento della corrisponden-
te colonna pari all'unita e le altre componenti nulle: &, pertanto, possibile

costruire la matrice | &Y per colonne determinando le reazioni di incastro che
si destano divolta in volta nelle sezioni i e f assumendo unitaria una componente
di spostamento e nulle le altre.

51 procede, pertanto, alla costruzione della matrice {%‘ﬁ] con riferimento ai
principali casi di telai plani, assumendo le seguenti convenzioni:
- forze e traslazioni positive se equiverse agli assi;
- coppie e rotazioni positive se destrogire.
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6.5.1 - TELAI PIANI COSTITUITI DA ASTE DI SEZIONE COSTANTE E
MATERIALE OMOGENEO, CARICATI FLESSIONALMENTE

Per la condizione: ;=1 € W=&=0=wy=4=0

<}
FII
-
—pr——t |
RSN .
=1
ovy e
1|
np ¥

, X
fig. 3.6
Tisulta

‘i:t- ._.;-EH__{_E_%Q‘

—B}; =m21m

v Bl

M=o = -

T 12EI

T mk‘qdﬂ—-——?—

E =-E51m0

EvERrs 6EI

.Ml=k61 m“"'_li"'




Per la condizione: &:=1 e D=w=p=w=§=0

P 1) s
<?T§l</7,=1 Ty

1

fig. 5.6
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Ed analogamente:

Per la condizione: By=1 € Di=i=q=wy=8=0 risulta:

To-Te, - 12EI

Per la condizione: =1 ¢ bi=Wi=&=0=¢=0 risulta:

Per ia condizione: §=1 € U= W=4= 4= uy=0 risulta:
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EA
0 T 0 0 T o
6EI 4ET 6EI 2F1
2= 0 ALl DIy et
[ lg + 1 A 12 O + I
|-
12E1 6EI 12ET 6EI
_ A2E1 0 SEl 128 0 BEI
£ e F iz
EA EA
0 T 0 0 T o0
GEI 2ET BEI 4E]
2 S
ovvero:
+12 0 -8l - 12 0 - 8l
2 2
0+ (Jz] 0 o - H 0
P p
—_ 2
[“jgm} g | -8 0 + 4l + 6l 0 + 28
-5
-12 0 + 61 +12 0 + 61
2 4
o - H 0 0o+ [f-J 0
p p
| - 61 0 + 2P + 6l 0 +4F ]
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Pm—

ndo indicato con p il raggio d'inerzia della sezione.
av e

Dal ché risulta altresi:

+ 6l
2
—— ET
["31}“'}?' 0 +[~L 0
&)
+ 6l 0 +48
- 12 O - Bl
[—” EI [2
ol o
4= o )

e
1
[ S|
it
|
O
|
e
M
o

-~ 6l 0 +2F

€35 puf) osservare

come, nel caso trattato, la matrice di rigidezza dipenda
sclusivamente dalle caratteristiche geometriche ed elastiche delle aste costi-
e N

" uenti ja struttura. Essa €, pe

raltro, costante al variare della condizione di carico
flessionale.
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6.5.2 - TELAI PIANI COSTITUITI DA ASTE DI SEZIONE VARIABILE O
MATERIALE NON OMOGENEQ, CARICATE FLESSIONALMENTE E/O
ASSIALMENTE

La determinazione dei coefficienti di rigidezza viene condotta, in tale caso,
con procedimento del tutto generale.
Si definiscono coefficienti elastici della generica trave di estremi i e j le quantita:

m, m,
.
a, ) 4 ; ok
fig. 6.6

y = componente di spostamento relativo assiale indotta dalla forza unitaria;
o = rotazione della sezione {indotta dalla coppia My=1;

oy = rotazione della sezione j indotta dalla coppia Iy = 1;
B = rotazione della sezione di estremita nella quale non & applicata la coppia ‘
unitaria; (

La matrice di rigidezza locale della generica asta di estremi (i) pud essere
determinata imponendo condizioni di equilibrio e di congruenza.

Per semplicita di trattazione sioperera, in una prima fase, nell'ipotesi che le
aste siano indeformabili estensionalmente: cié comporta che essendo
wy= wy =0 la matrice di rigidezza si riduca alle dimensioni 4 x 4: in una seconda
fase, rimossa tale ipoteéi restrittiva, si perverra alla matrice completa 6 x 6.

Determinazione dei coefficienti di rigidezza nell ipotesi di indeformabifitd assiale.
Per i=1 & $=1u =g =0 risulta:

equazioni di congruenza; —} + Moy ﬁ\@ B=0

+ M B+ M- oy=0

h-iH
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fig. 7.6 F. ‘e’ |

4,). F, fig. 8.6
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equazioni di congruenza: M- o+ M- = 1

M, B+ M-o=0

equazioni di equilibrio: T, =~ ML‘;_MJ

=

e risolvendo 1l sistema;

e 1 oy - B
R s




fig. 10.6

equazioni di congruenza: M, o +3/Ij B=0

E-B+E-aj11

equazioni di equilibrio: _ﬂﬁ=_y-!%—%
— M+ M
g T
da cui
— — o B
Ty = = e
1= Kie -
Mo Tes =+ —F
o oy — B
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ey i oy~
- — o
M= k%ﬂmai- P
Nel caso, dunque, di travi a sezione variabile o/e di materiale non omogeneo,
indeformabifi assialmente e sollecitate solo flessionalmente, la matrice di rigidezza locale
della generica asta, con le posizioni:
ou~B=a
u-B=>b
ot oy—-2B=c
a-oy-f=d
assume la forma;

+¢ 0 -~l'b  -¢ 0o -la
0 0 0 0 0 0
[“""U)J . ~lb 0 +F. a4 +l-b 0O +P-B
. TF.d - 0 +1- b +c 0 +1-a
0 0 O 0 Y] 0
-l-a 0 +f.8 +i-a O + oy

Ove si rimuova lipotesi di indeformabilita assiale, Introducendo i termini
classici della rigidezza estensionale, risulta immediato definire Ia matrice com-
pieta:

- -

+e 0 -L'b  -¢ 0 -l-a
0 + Bodry 0 0 ~ B dry 0
[_‘“’J , [-l-b 0 +Po  +1 b o +B B
¥ “fa’ - 0 +1-b + € 0 +1-a
0 - P odsy 0 0 + B d/y 0
-la 0 +#8 +l-a 0 + B o]
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Anche in tale caso, sl pu6 verificare come la matrice di rigidezza dipenda dalle
sole caratteristiche geometriche ed elastiche delle aste costituenti la struttura.

Nel caso particolare di travi a sezione costante ¢ materiale omogeneo, deformabifi
estensionalmente e sollecitate sia flessionalmente che assialmente 1 coefficienti elastici
assurnono le espressioni:

a—awa——l-"- i)
=oj=a=gTp ¥

l
B= 6-E.-T
essendo v e @ i coefficienti di Timoshenko funzioni della forza assiale applicata

tramite il parametro;
_L A E o E
U=2 172 'R

@ (Y

Sostituendo le espressioni di o e B in quelle dei coefficienti I 4 si ottiene la
matrice di rigidezza, dell'asta generica nel riferitnento locale:

JI2BI 2y+® F . BEl 2y+® _12EI 2y+d E _BEl 29+ ]
F ap-a 1 0 Fay - o F a1 0 E oy
_SEI 2y+® o +AE 3w LEEl 2440 o +2E. 30 _

P4y - [ 4-@ P -0 U a4y -a
120 2y+® F o 6El 2y+®  12El 2y+® F BBl 29+
P oay-o® ! £ ay -9 R 4y -a
EA EA
0 T 0 0 + 0
BEl 2y+ @ 0 +g__E_{. 3@ +§,§£. 2¢ + @ 0 +§_.E£‘ 3y
E oA+t I 4y’ - o 4y -6 I 4y - &
_ 3y
€ ponendo:
PODENAs: gp @~
3¢
__..._.___,=B
4y — P*
2y+ 0 -C
4y -
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si pub scrivere:

+ 12ET F 6El 12E1 8Er ]
—r C-7 - ¢ -7 C+7 0 -FC
0 +“'E;~A~i“ #] 1) m.@ 0
I l
S o L, SF o o L2
[__ 1 £ l
-
_12EI'C+_ 0 +6EI c +12EI_C___I_«* o sEI‘c
P P F l
0 —~Eﬁ 0 0 +@ 0
I !
_BEL ¢ o 2 g LBH . 0 +2E 4
] £ ] o I |

Volendo scindere I'influenza del carico assiale sulla rigidezza dell'asta dal
cosiddetto effetto P - A si pud scrivere altresi:

+12-C 0 -61-C -12.C 0 -6l.C

0 [—l] 0 0 [i] 0
P p

. -6l.C 0 +42.A +6l.C 0 +2BB

w2

-12.C 0 +6l.C +12.C 0 +6l.C

-6l.C 0 2FB  +61-C 0 +4P-A|
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—100+100]
000 000
#| 000 000
+7 :
+100-100
000 000
000 000

La prima delle due matrici si dice efdstica, la seconda geometrica.

Confrontando il primo addendo al secondo membro con la matrice di rigidezza
calcolata nel caso di sezione costante e assenza di carico assiale, si pud notare
come Pinfluenza dello sforzo normale si compendi nei coefficienti A,B,C; nel caso
trattato, dunque, la matrice di rigidezza non dipende solamente dalle caratteri-
stiche geometriche ed elastiche delle aste costituenti la struttura ma anche dal
carico assiale applicato ad esse e dunque dalla condizione di carico.

Quando lo sforzo normale & molto lontano dal carico critico dellasta 1
coefficienti A,B,C sono prossimi allunitd e, dunque, la matrice di rigidezza
risulta pressocché indipendente da detto sforzo assiale ovvero costante alvariare
del carico. Ove lo sforzo normale applicato all'asta sia prossimo al carico Critico
la matrice elastica & fortemente influenzata dai coefficienti di Timoshenko e va
determinata con procedimento iterativo. Ci6 si pud ottenere, ad esempio,
determinando la prima volta la matrice [K] avendo trascurato completamente
Teffetto dello sforzo assiale e, quindi, assumendo A = B = C = 1. Risolto, in tal
modo, il telaio si perviene agli sforzi normali nelle aste e, da questi, a valori di
prima approssimazioni dei coefficienti di Timoshenko. La nuova matrice di
rigidezza, diversa dalla precedente, ma non ancora esatta consente una nuova
determinazione degli sforzi normali nelle aste dai quali risalire ai coefficienti

aggiornati.

Valori prossimi tra due successive iterazioni consentiranno di ottenere la vera
matrice di rigidezza e di arrestare, quindi, il procedimento.

Nei cast in cui in un'asta si attinge 1l carico critico, questa va completamente
eliminata nella determinazione della matrice di rigidezza globale.
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6.6 - VERIFICHE

La procedura di calcolo innanzi illustrata tiene, dunque, conto sia dell’in-
fluenza dello sforzo normale sulla rigidezza flessionale delle aste che dell’effetto
- P- A dovuto all'eccentricitd con la quale i carichi assiali risultano applicati alla
‘struttura deformata.

Dato, allora, un telaio caricato in modo generico, ove si voglia tenere conto
delleffetto indotto dalla presenza degli sforzi assiali occorre operare secondo la
‘procedura nel seguito indicata.

Detta pma la condizione di carico pifi gravosa, si risolve la struttura perve-
nendo alle massime tensioni di esercizio che verranno indicate sinteticamente
con tmax.

A questo punto se, come accade negli usuali problemi {lineari), esistesse
proporzionalita fra carichi e spostamenti indicando con:

tm  le tensioni ammissibili del materiale

fy le tensioni ultime del materiale

¥ il coefficiente di sicurezza
la condizione di esercizio: brax < Eamm
garantirebbe anche la condizione di collasso: ¥ toue < L
.- Polcheé invece per le aste sollecitate sia flessionalmente che assialmente, come
si € dimostrato in precedenza, non sussiste proporzionalita tra carichi e sposta-
menti, si dovra eseguire anche la verifica al collasso per effetto delle azioni
¥+ Pmax.

- Per evidenziare maggiormente il problema basta, ad esempio, tracciare il
diagramma delle tensioni in funzione det carichi esterni: 'andamento qualitativo
€ rappresentato in figura unitamente alla legge lineare che si otterrebbe trascu-
rando lo sforzo assiale. :

Si caleola, quindi, il telaio per la condizione di carico ¥ - Pmar con procedimento
identico a quello gia adottato, verificando che sia soddisfatta la diseguaghianza:
L Prmas) < L

- Ilrapporto &/t risultera tanto maggiore dell'unita quanto Pit ¥ Piex Sara
vicino al carico limite,

- Indefinitiva, dunque, le tensioni di lavoro in fase di esercizio dovranno essere
limitate opportunamente al disotto di quelle ammissibili per tenere conto della
Non proporzionalita tra cause ed effetti.
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fig. 11.6

A conclusione della breve disamina condotta sui sistemi di travi € opportuno
ricordare che il calcolo delle strutture intelaiate pué egualmente essere condotto
in via manuafe mediante i classici metodi iterativi tipo Cross anche se questi, con
Pinizio degli anni ‘60, hanno sempre pitt ceduto il passo ai procedimenti
automatici, Ove si vogliano utilizzare ancora tali metodi, e cié pud risultare utile
soprattutto nella fase di proporzionamento, occorre ricordare che per essi il
raggiungimento dello stato critico coincide con il divergere del ?roceduﬁento.
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- LE STRUTTURE AD ARCO

.1 - L'INSTABILITA' DI PRIMA SPECIE:
Il caso dell’arco circolare a due cerniere sollecitato radialmente,

fig. 1.7

L'equazione che regge il problema & ancora quella valida per 'anelio caricato
radialmente:

o B-R

& o
da:!

+K* . 9=0
avendo posto; K* = %wﬁf
La soluzione € del tipo: .

o) =A - sen Ko+ B - cos Ko
Le condizioni ai limiti porgono i valori delle costanti di integrazione {curvatura
sulle sezioni di imposta € di chiave per la deformata emisimmetrica):

o) =0 dacui: A=0

¢B)=0 dacui: B-senK3=0
La seconda condizione deriva dal fatto, che per essere inestensionale, la
deformata dell’arco deve presentare, sull'asse di simmetria, un punto di flesso
nel quale il momento flettente é nullo.
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L.a precedente equazione € soddisfatta oltre che per A = 0, corrispondente al
caso di equilibrio fondamentale, anche per KB = dalla quale si evince la

relazione:
p-R .o
ET- B
owvero, per n= 1, il valore critico del carico:
_E- T 7
Pe=gr 7z
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7.2 - L'INSTABILITA’ DI SECONDA. SPECIE:
Il caso dell’arco funicolare a tre cerniere.

Viene trattato preventivamente il caso classico dell'arco ribassato a tre
cerniere, sollecitato da un carico concentrato in chiave, caso che meglio di ogni
altro chiarisce il fenomeno in argomento.

fig. 2.7

Supposto di vincolare la struttura in maniera da evitare I'instabilitd euleria-
na, ovvero nell'ipotesi che il carico critico risulti maggiore del carico limite,
I'instabilita pud essere solamente di seconda specie. Per effetto delle azioni
esterne, esemplificate nel caso in esame da una forza concentrata F, la sezione

di chiave B si sposta in B’ e, dunque, Pasta AB di lunghezza 1 assume la
lunghezza:
L+Al=1.-(1+¢

Indicando con f la freccia e con L la huce dellarco, per congruenza, dovra
risultare:

LZ
F-(1w€)2=(‘§] + (-0’
L 2
dovendo essere P = 5+ ? si ha:

12-(2-£+82)=—2-f-v+vz

ovvero l'equazione;
P e _2__.)‘_129—_1f_ -0

la cui soluzione é:

sx—1+\/1+[i%’i—”j
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Ove si sviluppi in serie la funzione radice essendo:

i+ x= 1+~§ x——— P

si ha:

'\/1+{~—2-1‘{-2u+v2] :1+l.{—2-f-v+vz}_21§[—2.f-v+02]2+

2 ¢

e limitandosi ai termini fino al secondo grado :

2fv~€ru2 fv V1
Vi [ } R RC N R

la & assume l'espressione:

Ex—}g-v+2%€-vz-[l»~ﬂ}

Poiché gli archi per i quali pud verificarsi I'instabilitd di seconda specie sono

solo quelli ribassati per i quali{ << 1 si potra scrivere:

1
='%‘”*W'”’

ovvero, separando le quote di primo e di secondo grado:

s --[g.u
@y b
3 F

Si determinano di seguito le diverse aliquote del’EPT:

- Energia elastica di deformazione:

2
W=2'j %‘~E-ez-deE-A-J‘ (&:‘”4—5 ) dz=E-A-1- (8(1’4-2 E(I}EQ)-Fe(g))m
v

=£[:(;é£le}_f‘l}3"§“é’v4]
da cui: .
W“"’=+»~~P»~E'A-fgv2
o Bt 4

- 152 -




- Energia dei caricht esterni:
Us U+ P = F.

- Energia potenziale {otale:
-A
Nel ] ordine: T="“EW§"-- S -Fop

Nelll ordine: T=£l—;—4-(f2-u2mf. v“@iﬂ. v‘*JmF. U

In una teoria del primo ordine:

Condizione di equilibrio:

dr E-A

" ‘T'fz'U—F=O
Condizione di stabilita:

a&T E. A _,
R )

2
da cui si evince che I'equilibrio & sempre stabile per essere P >0,

In una tecria del seconds ordine:

Condizione di equilibrio: -
dar_E-A 2 b8 F e ) e
dv- F (2-f v-3.f v+v)-—F—O
Condizione di stabilita:
' &T E-A .
Rl -(2-f —6-fvv+~3-vz)
da cui:
% >0 per0< v<0,426f (stabilita)

&T

FER O per 0,426f< v < 1,574f (instabilita)

% <0 per 1,574f<v<e (stabilita)
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Le leggi carico-spostamento desunte nel primo e nel secondo ordine sono
diagrammate di seguito rispettivamente con linea tratteggiata ¢ con lirzea
continua;

F“

10,4268 N\

fig. 3.7

Nel caso in cui la cerniera di chiave sia elastica, con costante k, 'energia
elastica di deformnazione da essa esplicata vale:

Wc"""'i"kAq)

ed essendo per archi molto ribassati:
Ap=2-4=2- 1"1)
risulta:
W, = ’Z"?E T
Aggiungendo tale termine all'energia totale risulta in tale caso:
&T E-A ~n 4k
= (8- "6 .v-f+2 f\r—3
= ( S+2: 057
, , , &£T
L’ascissa del punto di flesso si ha per: a Oevale:v=1f.
Per esso risulta:
&ET E-A.f2+4-k
d P ?
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2 . L2
Poiché quando ar_ 0, ovvero, k= ‘E‘f-{L il flesso ha tangente orizzon-

tale, risulta che:
2 2
per:4'k<E'A'f OVVErO: k<w
3 £ 4.1
Ia struttura pud presentare fenomeni di instabilita progressiva, mentre
4.k _E-Af* L E-A-f

per: 7 >——-—13 ' ovvero: k > 2.1
il sistema non pud mai instabilizzarsi, essendo in equilibrio di seconda specie
senza fase instabile.
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7.3 - EFFETTO DEL RIBASSAMENTO OVVERO
DELLA GEOMETRIA DELL'ASSE

11 valore del ribassamento, rapporto tra la luce L e la freccia f dell'arco,
caratterizza in qualche modo l'equilibrio e la stabilitd degli archi.

Per f/L grande, gli archi si dicono rialzati:
Finstabilith pud essere solamente euleriana e la struttura pud essere studiata
in una teoria di secondo ordine linearizzata.

" Per f/L piceolo, gli archi si dicono ribassati:

I'instabilitd pud essere di tipo eulerianc o progressivo; il comportamento
dell’arco deve essere, in tale ultimo caso, necessariamente studiato in una teoria
completa del secondo ordine, |

7.4 - EFFETTO DELL'AREA OVVERO
DELLA GEOMETRIA DELLA SEZIONE

Coesistono sempre negli archi due stati di sollecitazione, uno assiale ed uno
flessionale: a seconda delle caratteristiche geometriche possedute dalla strut-
tura prevale ora uno ora laltro regime tensionale facendo si che il reale
comportamento risulti compreso sempre tra guello di arco funicolare puro, nel
quale i carichi vengono fronteggiati pressocché da soli sforzi normali, e quello
di trave curva nella quale le sollecitazioni esterne sono sopportate, prevalente-
mernte, per flessione, A caratierizzare di volta in volta il vero comportamento
dell’arco st pud assumere il rapporto p/f fra il raggio di inerzia della sezione
trasversale e la freccia, essendo p espresso dalla relazione p=vVI/A con I
momento di inerzia assiale ed A area della sezione. Cio posto, le strutture per le
qguali tale rapporto é piccole sono quelle che hanno piccola inerzia ma area o
freccia elevata, e dunque scarsa deformabilitd assiale, per cui la caratteristica
di sforzo normale risulta prevalente rispetto a quella flessionale. Di contro gli
archi dotati di grande inerzia ma piccola area o di piccola freccia, e cioé quelli
con elevato rapporto p/f, presentanc maggiore deformabiliti assiale e, dunque,
un comportamento pitt vicine a quello di trave in cui i carichi sono fronteggiati
prevalentemente per flessione,

Gli archi si definiscono, pertanto, di grande o di piccola area a seconda che
risulti piccolo o grande 1l valore assunto dal rapporto p/ f al limite per p/f— 0
il comportamento dell'arco é di funicolare puro, mentre per p/f— ~ Farco si
comporta come una trdve curvd.
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E’ importante a questo punto capire quale ruolo giochi il rapporto p/fsulla
stabilitd dell’arco,

Essendo gli arcfii di grande area caratterizzati da un regime di sforzi prevalen-
temente assiali, all'aumentare dei carichi e dunque degli spostamenti, si giunge
ad un punto per cui il comportamento ad arco non é pitt possibile senza che
sussista un regime flessionale: in tale condizione, caratterizzata dal valore limite
del carico, la struttura si instabilizza disponendosi in una configurazione per la
quale, all'ulteriore aumentare delle azioni esterne, T'equilibrio diviene di prima
specie a stabilitd crescente.

Nel caso, invece, di archi a piccola area 11 comportamento della struttura si
avvicina a quello della trave curva per cui I'equilibrio & sempre stabile anzi, dopo
una fase iniziale a stabilitd decrescente, passa ad una forma di equilibric a
stabilitd crescente: é questo il caso degli archi fortemente ribassati di piccola
area il cui comportamento, prevalentemente flessionale, pud dare luogo a
deformazioni massime superiori alla monta per cui si pud verificare uno
scavalcamento graduale della corda senza alcuna instabilitd, ovvero senza
alcuna configurazione di equilibrio instabile.

In definitiva si pué concludere che mentre gl archi di grande area sono
sempre in equilibrio di seconda specie con fase instabile, quelli di piccola area
sono in equilibric di seconda specie senza fase instabile: 1l valore del rapporto
p/f cul corrisponde il passaggio da un comportamento all'altro rappresenta
Telemento di separazione tra i campi delle grandi e delle piccole aree; tale
elemento manca nel caso degli archi a tre cerniere data la loro impessibilitd a
comportarsi come travi, cid che li pone sempre nelle condizioni di equﬂlbno di
seconda specie con fase instabile,

E’ importante controliare, infine, per gli archi di grande area che il carico
limite risulti inferiore al carico critico affinché non si verifichi che, ancor prima
del salto della corda, si abbia deviazione dell'equilibrio, ovvero che si verifichi
I'instabilith euleriana ancor prima di giungere alle soglie della instabilita di
seconda specie.
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8 - LE STRIJTTURE BIDIMENSIONALI
8.1 - INSTABILITA’ DELLE LASTRE PIANE

Tali strutture, se sollecitate nel loro piano medio da forze normali di com-
pressione o tangenziali, possono presentare fenomeni di instabilitd Euleriana
che si manifestano con ingobbamenti ortogonali al piano della lastra, comune-
mente dettl imbozzamenti.

Il comportamento post-critico €, in genere, stabile.

8.1.1 - LE LASTRE SOTTILI SEMPLICEMENTE APPOGGIATE LUNGO I LATI
E CARICATE IN UNA SOLA DIREZIONE

Fx //{ z x FX
I i/ ——————————————————————— = -+
e o
—i— s

f ¥

i et ———
_.__..’, B
[vvo— N e o

T

i i

! H

+ +

vy
fig. 1.8

Nel seguito si determinano le diverse aliquote energetiche indicando con:
F il carico assiale uniforme
M.ed M, imomenti flettenti
My, ed M,. imomenti torcenti
espressi per unita di langhezza. '

Energia di deformazione flessionale.

Essendo M. - dy il momento fiettente applicato all'elemento di lunghezza dy
e larghezza dx, ed essendo dg = a; Z - dx la rotazione flessionale relativa fra

due sezioni a distanza dx, I'energia di deformazione elementare si scrive:
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1 Fw 1 o’
d‘pr—z‘Mx'dy'[—af'd/YJ—— - M, - dx - dy

e ricordando che:

Fw 9w
Mi=-D. ( +v- ayﬂ}

s_ vg) rigidita flessionale della piastra risulta:

1 Fw (Fw Fuw
RN I C

2
1 Fw (FPw -an-dx dy

dDy, =

Analogamente:

d(DMy -D- agz yzﬁ“\c'

L'energia di deformazione flessionale totale assume, pertanto, la forma:

Op = ¢Mx+<pMy«~-— D. I J. q J (%—) +2.v.(a_—}”).[3}”ﬂ.dx.dy

Energia di deformazione torsionale.

Essendo il mnomento torcente applicato ad un elemento di hunghezza dy e
larghezza dx pari a My, - dy ed essendo la rotazione torsionale fra due sezioni a
distanza dx pari a:

B w
do = g | dx
Ienergia di deformazione torsionale elementare vale:
1 Fw
N
ed essendo:
o w
Meoy=D (1 -v). (axay]
risulta:
2
1 Fw
d¢“~w=2 D(l -V)- (axﬂyJ dx - dy
Analogamente:

Ay, = 2 D-(1-v)- (32“;) dx - dy
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I energia di deformazione totale da torsione si scrive pertanto:

Or=D-(1~v)- J‘lley[axay] dx - dy

Non sussistendo lavoro mutuo tra flessione e torsione, e trascurando Penergia
di deformazione dovuta alle forze taglianti, 'energia totale di deformazione

assume I'espressione:
Fw w Y o‘w) (*w Fw .
B L\l [ ST

ovvero sommande il termine nullo:

i 9w azw_:2 Fw{o*w
0x || 8/ ax |} oyf
1a forma equivalente:
82w 82w [Fw Fw Fw
11 lavoro L; @ vale nel caso in esame:

Iq‘z’mjos’dv 1_[_[ I[dedys

v

A questo punto, nota I'energia Iocaie, si potrebbe risclvere i1 problema y
minimizzando tale espressione mediante gli operatori di Eulero nella forma
applicabile alle funzioni di due variabili.

Si preferisce invece, nel caso in esame, procedere diversamente supponendo
nota la funzione defortazione della lastra w che pud porsi nella forma®:

m-x X n-m-y
w=- $en - 8éen
k Ly

(*) rale funzione soddisfa sia l'equazione che Ie condizioni ai imiti. I parametri med n rappresentano
it numero di semionde che si verificano nelle direziont x ed y quando si manifesta l'instabilita.
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e sostituendo si ha:

1
Lm(D-i-Iﬂm-—-—z‘-(f-(D

o[ ] et e [ sempen

w2‘(1—\’)~[(ml;n} ﬂly—nJJ Senzm& .dx-_[ senz—uz - dy +
y

] ] o et

b iy

2
- fm-=x 2 M- X 2T Y
—Fx-( L J ~J‘{xcos L -dx-j[ysen L dy}

Sviluppando gli integrali delle funzioni armoniche Tisulta:

2

[ [ )
1 s JIm (n) Ry & m| kL
L”ﬁ'az'TD"‘[(L]*@ }z 2 ‘F*"‘z'(lz]f s

¢ minitizzando rispetto al parametro a si ottiene:

L

da cui:

2 2.2

F.=D.g*.
( ]2
lr

In tale caso non sussiste dubbio alcuno che il minimo valore dimlz‘: si verifichi
per n= I atteso che n compare solo al numeratore.
Sara, dunque:

= 2 | m? _2
=D, 'L““’“ly“w-lﬁ}
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Minimizzando rispetto ad m sl ha:

.3
%:D-f.ﬁ{z'mﬂwz'“ }0

| 3 Le L°
1
da cui: a”% 0
4

OVVETO: Ml = '\[5:: %

Tale &, dunque, il numero di semionde che corrisponde al carico critico:

Fu=D 2. txz-[t—:- LA+ ,«z"'_zly;* L,flyﬁ

OVVETD: Fo=4- Rgﬁnj

(10 & vero se m & un numero intero: in tale caso I'imbozzamento avviene con
mcampi quadrati di lato L/ym= 1.
Qualora m = L/, hon sia un numero intero, scrivendo I'espressione del carico

critico nelia forma: Fo=v- f-_ﬁ é possibile determinare il valore assunto da y

L
al variare del rapporio L/,

Dall'esame di tale funzione risulia che
- per valori L/, < 1, il carico critico cresce notevolnente;
- per valori L./l > 1, come carico critico st pud assumere quello calcolato per

m=l./l,= 1 e ¢ié é tanto pilt vero quanto pin é grande il rapporto fra i lati.

Il caso esaminato & applicabile, ad esempio, allo studio della instabilita locale
di un tubo a sezione rettangolare uniformemente compresso st bordi estremi;
le configurazioni deviate sono, infatti, tali che le singole lastre si possano conside
rare incernierate lungo gli spigoli. La stessa condizione si verifica se le lastre
sono collegate da profilati di trascurabile rigidezza torsionale.
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8.2 - STRUTTURE A GUSCIO

Sono molto diffuse nelle pit varie branche dell'ingegneria, comprendendo
cupole, serbatoi, torri di raffreddamento, contenitori, recipienti e tubi in pres-
sione, cisterne di stoccaggio, piattaforme off-shore, carrozzerie e gusci di auto-
veicoli, navi, aerei, missili e strutture spaziali,

A fronte delle loro straordinarie prestazioni presentano grossi problemi di
progettazione il primo dei quali & il pericolo di instabilita dovuto al fatto che tali
strutture sono estremamente sensibili alle imperfezioni: tali imperfezioni sono
certamente maggiori nell'ingegneria civile che in quella industriale (aeronautica
in particolare) ma € pur vero che nella prima gli spessori delle pareti sono
maggiori che nelle seconde per cui nelle prime domina il comportamento
elasto-plastico e nelle seconde quello elastico.

Le strutture a doppia curvatura non sono, in generale, soggette a fenomeni
diinstabilita, verificandosi per esse prima la rottura; il contrario, spesso, avviene
per le strutture a semplice curvatura.
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5.3 - I CILINDRI SOTTILI COMPRESSI ASSIALMENTE

i consideri un cilindro sottile di materiale omogeneo, vincolato alle estremita
Ada carrelli continui radiali e caricato uniformemente.

j
L

I
T Lo
+
-—
k-]
-
o
¥x=

<

i
LV

A

o P

Hit

supponendo di discretizzare la struttura con strisce longitudinali e anelli
trasversali elementari,nell'ipotesi di trascurare la componenente di spostamento
~he definisce I'equilibrio fondamentale, Venergia elastica relativa alle configura-
ziomni di biforcazione comprende sia le quote dovute alle deformazione flessionale
@ delle strisce elementari longitudinali che quelle legate alla deformazione
e St.a;nsionale D deghli anelli elementari trasversali.

Indicando la rigidezza flessionale con: D=E.s%/12. (1 - v"') si ha che
[ “Energia elastica flessionale vale:

——
—_—
=

R mas

fig. 2.8

¢F=%-J‘I D.dc- ™ dz
[

da Ccui:
(PF=""2]:“-I r D.u“z.R.d(p,dzzn.J‘ D-R. u2 dz
i o i
£ “Energia elastica estensionale si scrive:

QE:%‘J. E.&.dv
Vv
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. .2 m R+w-2-7-R u
ed essendo: £= 5 7 R =R

si ha:
A f[p 1 f v [mEs
<1>E_2-AE.E.Rz-.ciA-azz_z.o IE-Rz-s-R-dudz_! = - dz

I Lavoro delle tensioni per fe deformazioni del second onfine vale, invece, avendo
indicato con p il carico assiale ripartito per unita di lunghezza della sezione:

[ e
L,® J.AJES

S riR
[
LEnergia totale assume la forma:

IND [ e

-u’z-dA-dzw—m_%Jl'.JE-u’z's-R-d(p-dz:
I3 H

n-E s
R

sz [ﬂ:-D-R-u"zf

1

~uZ~—n-5-R.u'2J-dz

Minimizzando tale espressione, tramite I'operatore di Eulero, si ottiene
Yequazione di equilibrio:

—5—;—[13- u]+?gz—(; u‘]+ Ew-s-_ﬁ:()

Nel caso di s e p costanti tale equazione assume la forma:

U p- U+ E-s u=_0
p R =

e ponendo:

si pud scrivere;

D-u".,."*";'u”—i'ﬁ-uﬂo
Assumendo per lo spostamento radiale u la forma:

n-f-z
I
derivando tale espressione e sostituendo nella equazione differenziale risulta:

4 2
D(n—lf"—‘-) .a.senn'n'z—p[nin}.a.sennln.z+ﬁ.a-senn‘ﬁ"z=0

u=da- sen

l l l
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cVvvero:

a-serin'?z-[D-[ni“J _f).[ﬂiﬁ} + J=O

- e ¢
ﬁD. .
p=D Tl iy

da cui:

i tutti gli autovalori rappresentati dalla precedente espressione quello di
interesse, si ottiene minimizzando rispetto al parametro r:

op_ D, F 2
an_ P 2-n-§ @ on

=0

da cui:

D

‘Tale valore sostituito nell'espressione di p fornisce il carico critico:

= P r P
pc«_wD.lQ.ﬂ2.'JED~+B.ml§m.;;5.'\/g

da cui:
2

pcﬂz-WB‘D=Ehs- 1
N3-(1-v
I.a tensione normale critica vale dunqgue:
6= E-s 1
R 3.(1-vH

La lunghezza della semionda naturale corrispondente al carico critico pe,

essendo:
1
Ao = TG
assume l'espressione:
)\c 4 4
= —_—
B 12 - (1 -v%

> - - N s Y s : "
3 Agli stessi risultati si pud pervenire, in via breve, considerando le generatrici elementari come

travi elastiche su anelli elastici, ed utilizzando 1 rsultati gia dedotti per le travi su suolo elastico.
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Se, ad esempio, la struttura & realizzata in acciaio, assumendo
v=0,3ed E=2,1 x 10° MPa risulta:

pe=1.27. 105-%1\’- nit
oo = 1,27 - 105.I—§Mpa
Ae=1,73 V5. R

Poiché, inoltre, le formule ricavate sono valide nellambito del limite di
proporzionalita delle tensioni, assumendo questa pari alla tensione di snerva-
mento f,, risultera:

s
Gc=fy=127x 10°=

R
Le espressioni trovate, dunque, sono ancora valide nel caso in cui sia:

-Ig > 540 per acciaio Fe 360

5 > 379 per acciaio Fe 510

ovvero in campo non proporzionale, purcheé si adotti inlaogo di £ ﬂ modulo di
elasticita ridotto Er.,

Il valore del carico critico cosi determinato & vero solo se la lunghezza del
cilindro € un multiplo di A ovvero se n é un numero intero. Vale al ﬁguardo il
discorso gia fatto per travi su suolo elastico e lastre. 11 comportamento post-cri-
tico € generalmente instabile.

Se la lunghezza del cilindro & notevolmente maggiore del raggio, la struttura
si comporta come asta compressa ed il suo carico critico & quello eulerlano

' Fe. T E. I 1
P9 %R~ F 2.zR
ed essendo per la sezione anulare:

I=R*.s.¢
risulta:
D =-~?§~~~—-~E—:-Jt’22 s
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8.4 - L'INSTABILITA’ DELLE STRUTTURE IN PARETE SOTTILE
SOLLECITATE FLESSIONALMENTE

Per la trattazione di tale fenomeno caratteristico delle strutture in parete
sottile inflesse quali tubi, volte cilindriche o scatolari, tegolond di copertura, si
formula Tipotesi che la deformazione della struttura non provochi alcuna
variazione di lunghezza della linea media della sezione: tale assunto rispecchia
la circostanza che I'energia di deformazione da estensione risulta molto mag-
giore della corrispondente aliquota da flessione per cui l'instabilita si origina per
deformazioni flessionali in assenza di estensione. Emblematico al riguardo & il
comportamento dei tubi caricati trasversalmente la cui sezione tende ad ovaliz-
zarsi mantenendo immutata la lunghezza del peritnetro o ancora, nel campo
dell'instabilita euleriana, il caso degli archi rialzati per i quali la deviazione
dell’equilibrio si manifesta con deformate asimmetriche che consentono di
ritenere immutata la lunghezza dell’asse.

Nell'ambito di tali strutture, viene esaminato di seguito il solo caso del tubo
sottile a direttrice circolare caricato trasversalmente fermo, restando che il genere di
trattazione rimane identico anche per le altre tipologie strutturali.

Per comprendere come la deformazione principale induca una variazione di
forma si osservi che, ove il tubo sia inflesso, le due sezioni del generico concio
subiscono una rotazione relativa a seguito della quale le tensioni normali, prima
allineate, presentanc anch'esse una variazione angolare.

Si originano, dunque, componenti di tensioni dirette verso il baricentro del
concio che tendono a produrre deformazioni dello stesso: ora, mentre nel caso
di profili compatti, o anulari con grossi spessori, l'effetto é del tutto trascurabile




(rendendo cosi lecita I'adozione di teorie lineari), ove le sezioni risultino diffuse,
ovvero in parete sottile, il detto stato tensionale induce variazmnl delia forma e
dunque dell'inerzia.

Detti: R il raggio della sezione;

I la lunghezza del tubo:
s lo spessaore della parete:
¢ Tlascissa curvilinea della sezione:
3 la componente verticale di spostarento, secondo
T'asse y, del baricentro della sezione;
x4,z la consueta terna di riferimento generale del tubo
riguardato come trave;
n.& ghiassi di una terna locale di riferimento con
con origine in un punto della lnea media della
sezione;
v,w le componenti di spostamento nel riferimento 7, & dei
punti della linea media della sezione:
- sl pud procedere all'analisi della deformazione sia trasversale che longitudinale
della struttura,

Per quanto riguarda il primo studio & possibile utilizzare integralmente i
risultati preliminari conseguiti nell'analisi delle travi anulari compresse unifor-
memernte cosicché si puéd assumere per la curvatura trasversale dell'elemento
di lunghezza dc l'espressione:

1 dv
Y= "ﬁz"‘ : [U + ‘E&QJ
Ipotizeando per la deformata trasversale del tubo una variazione con lascissa

curvilinea c, e dunque con q, del tipo: wW2Z) =~ U{2) - cos 2
la curvatura trasversale assume la forma:

Rz (-t 008 20+4 - v, cOS 20) = 3R2°.cos2a

L'energia elastica elementare di deformazione flessionale per un anello di
sezione trasversale avente lunghezza dz vale allora:

[ 1
[ L ran] o
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Assumendo a questo punto che la deformata trasversale vari lungo Tasse
longitudinale z del tubo con la legge:
T-z
e
I'energia elastica di deformazione trasversale relativa all'intero tubo si scrive in
definitiva:

Vg = Un - S€IT

9 umﬁj 2Nz 9 l-vm”
Wt—‘Q“W‘D‘Rs' sern l~dz-4-1|:-D- =

S5i procede, quindi, alla determinazione del momento d'inerzia per la sezione
trasversale deformata.

fig. 4.8

Per effetto delle componenti di deformazione:

Vs — U, - COS 20

wmjv-daz—uo-'l.cos2a-daa—%-uo-Icos2a-d(2{x)=—%-v‘,-sen2a

risulta:

1
A=W -COSQ—U- sena:—-E-vo-sen2u-cosa+uo-cosza-sena=

1
=—~§-va-2sena-cos2a+ Do COS% 0 - sEen o — U, Sen’ a=1,- sert o

e, dunque, Vordinata dell'elemento dA, a deformazione avvenuta, avra assunto
il valore:
Y=y+A=R. seno- v, serm o
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Pertanto, il momento d'inerzia della sezione defonnata di spessore s vale:

s x
Iyme‘ YZ-G'A=JB2 Yz-s~R-cioa=R3-s-J.z sen‘o - do +
A o

o

—2-122-3-1:.,-!2 sen4a-da+R-s-vo"‘-r serfa. - do =

4] o

mR3-s-zc—2szs-vo-'§

4'T€+R-s-t)02

.g.']'c

e ricordando che si é posto:

T-Z
Up= U+ sen—}w

Iyy=Ra-S~1€—”g"f22-S'?C'Um-Sen”’?”c"";,’;z"rg-R'S'TC' th - se 2%—%
ove il primo termine al secondo membro rappresenta il momento d'inerzia della
sezione indeformata. In definitiva:
In=R.s-n-|R-3 R, Um- sen B2 1 2 Um? - ser? 2%
2 [ 8 !

Considerando il tubo vincolato da semplici appoggi alle estremita e sollecitato
da un carico trasversale, € possibile ipotizzare una deformata longitudinale del
tipo:

8=38,-sen -K—l—z
per cui essendo: oo M X
E Iy '
Ia curvatura longitudinale vale:
2
n_ T .z
-8 7 < 8m- sEN i

L'energia di deformazione flessionale longitudinale si scrive pertanto:

‘“lJ‘ 2 .. E-m*-35,°
“Q'EE‘IYY'xz dz===n

e sostituendo il valore del momento d'inerzia si ha.

IIW senz%— dz

2
W, = E.w 8 RS FR2 J‘s.fenzﬂ:—-w%dz—g2 R Um- jsensEI—z- dz +
i i
I_5 2 J 41'5-2 -}
ﬂl_g-um - Esen 1 dz—{
da cui;
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5 2 )
W BB -R-s_[Rz-I_Q R vm1 15 | m”}

2. F 2 - -y

Nel caso di tubo soffecitato da due coppie flettenti TN applicate alle sezione di estremita
il lavoro dei carichi esterni si scrive:

U=-T1T [0 + (D)

ed essendo:
B o EE
a0 ]
risulta:
U__m‘Z-mBm

-
4-_-___.___
>
jo ]

i ‘
3

fig. 5.8

L 'energia totale si scrive pertanto:

9 bn? E-s-R-T &n°
'I‘MWI+M+U—4-IWD-I-R3+ 5 P :

M=
E-Rz-s‘

2 r 64 Um [

u,> n° E-R-s
P

2z 4
3+M' Sm - x -

B Ta
. 15 S'E-R-s‘
198 " g

9
m4ﬂ.Dl.

Bn® vn? - 2% M5
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e ponendo:

7 E-R.s #t L
B“Z'W_E'E'?
C:n_E.R’s

—
_ 15 4 E-R-s
Fetog © —

conl =% R®. s momento d'inerzia della sezione indeformata, Venergia totale si
scrive in forma sintetica:
T=A Un?+B 80~ C- 802 Un+F - 502 Un’~ G- 5
Minimizzando rispetto al parametro vm si ha:

'“““8“2:‘:'=2‘A'Um"c‘s;'nz'*'z'F'sz‘vmmO
AU,
da cui;
o = C. 6’
™ 2-(A+F-5m?’)

Minimizzando rispetto a 8. si ha, invece:
%222-8-8,“%2-C'Sm-z)m+2‘F-8m- Un>~G=0

da cui:
_z.sm'(B— C-Un+ F. um2)=G

Trascurando il termine in v, %, ovvero assumendo F = O risulta:
. _C

2.A
¢ sostituendo nella seconda equazione con F = 0 st ha:

2
z.am_(B_%]mG

2z
Um . 8m

2-A
e dunque:
c

S ——— 2:“““‘“‘-
Bm{lmz‘A‘B sm] B
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Sostituendo in quest'ultima le espressioni delle costanti si ottiene:

sm{l_sgz_ R ‘(lwvg)_asz 4 m-P

s$.r a na E I L
© E-L s |1 R 2
4" g.r
La legge carichi spostamenti € pertanto una equazione cubica con andamento
del tipo in figura, caratteristico delle strutture in equilibrio di seconda specie.

M A

e dunque:

¥

m (fm} m

fig. 6.8

Il valare del carico limite si ottiene cercando il massimo della funzione ovvero

minirnizzando 'espressione di M rispetto allo spostamento 8,

dm z* E-I, 32 ., R .
&4 F ( -3 3 s {I—v)-szitq-?)m =0

da culi si pud ricavare lo spostamento corrispondente al carico lmite:
Oy = & ,\/S !

R 32.2% (1-v)

_ 1 s-F 00563 P
10 B oy R

Sostituendo 3y nell'equazione di equilibrio si ottiene il momento limite:
3

z B 32 R 1 g
My, = m fil“’ (L= sz-F'IG.nZ-Q’(lwv?‘)‘
_ n-E-R.sz L0918 o oo

24 N2 (1-vy  I-V
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Nel caso in cui non st voglia trascurare il termine in vy 2 e dunque la costarnte
*
F, equazione risolta in via munerica porge( ),

1,146
rnﬂm =
1-v

-E-R.§

e niel caso di tubi in acciaio:
formula approssimata Mm = 0,969 - E. R.-s*=2.035. 10°. R . §? (kg cm)

formula esatta IMm = 1,216 - E-R-§°=2,554 - 10°- R - §* (kg cm)
Dalla espressione prima dedotta di vm si pud ricavare la deformazione

trasversale massima del tubo in corrispondenza del carico lmite:
C .
bri= 5 %
ed a sostituzione effettuate:

T
D@— 12 -R ~0,262 R

Nel caso di tubo sollecitato dal carico uniforme pil lavoro dei carichi esterni assume
la forma:

U:J- “padZm—pJ. Sm'sen"j%'z"dZ*_"——p-am.El.J. sen[%}d(.n_‘{zj
L. i .

OVvero:

8

Um“2~p-l
. T

La soluzione del caso precedente é ancora valida purché alla costante G si
sostituisca il valore;

G_g.;ﬁ'_l
T

L'equazione risolutrice & pertanto:

32 , R 2 ¢ 2f_2-p-1
am-[l—?,-n-szlﬁ-(z—v)ﬁm]- et

::-b-i’h

b L
o]
&~

™

[Ivalore prima ricavato &, dunque, cautelativo ma indica che il termine in Um © nion & trascurabile.
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da cui:

5
n E L 32 R 2 5 2
pw4' {4 'Sm[lwg"ﬂ?‘sziﬁ'(lm\r')'Sm
Minimizzando rispetto a §,, si ottiene il valore dello spostamento in corrispon-
denza del quale il carico p assume il valore limite:

5
da cuil™:
5. S ? 1 _00563s-F
R o4g.y3d-vn Vi-v F

che sostituita nell'equazione di equilibrio porge:
© E-I s-F 1 2

Pren = : ' g
4 r s 4.1-N2.1-vH) 3

OVVeTo:
P = - L E-R. & 9016 E-R.§
im = : [ad
24 . V2 - (1 =vH ¢ V1-v? 3

*
® &m risulta indipendente dal carico applicato.
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