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7.1, Premessa

In coerenza col discorso preliminare svolto nelle considerazioni relati-
ve all’equilibrio dei sistemi, ed ai bilanci energetici richiesti per la identifi-
cazione delle configurazioni di equilibrio, si sono costruite e discusse, in
quanto precede, le quote di energia che consentono tali bilanci.

Entrambe tali quote sono risultate essere dei veri e propri potenziali e
cid essendosi considerata:

- nella formulazione di W una ipotesi di perfetta elasticita,

- nella espressione di U la esistenza di sole forze conservative,

ed essendosi mostrato come, nel caso di forze posizionali, sia ancora pos-
sibile esprimere nei loro riguardi un potenziale “ad hoc” che si suppone
compreso in .

Cid stante, 'energia potenziale totale, che diremo brevemente E.P.T.,
¢ che indicheremo come nella (1.11):

T=W+U=W.Ff 7.
risulta anch’essa definita come un potenziale. In conformita dei discorsi
svolti in merito a W ed U il suo valore nella configurazione iniziale C.,

identificata dalla nullitd del vettore @, & quindi dato a meno di una
costante.

7.2. Formulazione della E.P.T,
Ponendosi in una teoria di ordine generico, la E.P.T. verra scritta:

T=WA+ WO+ W+ PO+ 2+ (1.2)

¢ sl pensera costruita, termine per termine, con le modalitd indicate nei
capitoli che precedono, ¢ quindi nell’ambito di una teoria di prefissata
accuratezza. In tal senso si ricorda che gli apici esprimono il grado di
dipendenza dei singoli termini dalle lagrangiane Oy ciascuno di detti ter-
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mini trova, ovviamente, piena e diretta rispondenza nei dati del problema
e precisamente;
- nelle caratteristiche elasto-geometriche della struttura se contenuto nella
energia elastica W}
- nella geometria strutturale e nella descrizione del vettore di carico se
contenuto in U
in merito & a notarsi che i coefficienti della forma quadratica ¥ costitui-
scono la usuale matrice delle rigidezze,
Molti Autori invece di esprimere la E.P.T. nella forma (7.2), che da
conto delle modalitd con cui va determinata, la pongono nella forma
polinominale:

Tr= T} Qi + le Qi QO ”}“ Tm Qi O Or (7.3)

ovvero come sviluppo in serie di Mac Laurin di una E.P.T. genericamente

nota. I coefficienti T}, T, T .... vanno allora interpretati come ie derivate,

nell’origine, di T'ed indirettamente dedotti dai termini che risultano invece

gia esplicitati nella (7.2).

Nonostante la invitante eleganza e compatiezza della (7.3) questa non
verrd utilizzata nel prosieguo ed & stata qui ricordata soltanto perché fa
ormai parte delfa storia dell’argomento (Koiter, Thompson, Britvec, Chil-
ver, Supple e quasi tuiti i piti recenti studiosi di equilibrio ¢ stabilitd). Fra i
motivi che ne sconsighiano "adozione vanno rilevati:

- la non immediata rispondenza ad un ordine della teoria nella quale si
pensa di operare;

- la sua estrema genericitd cui consegue la eventualitd di considerare
astratte possibilitd matematiche, del tutto estranee al mondo fisico delle strut-
ture:

- il suo prestarsi ad accogliere, propric per la genericitd della sua forma,
sia esemplificazioni significative che altre, poco significative se non erro-
nee, che in essa ricercano la loro convalida.

Tornando a questo punto alla (7.2) diremo che nella sua utilizzazione
pud darsi Iuogo ad arbitrari troncamenti; si generano allora teorie, che in
altre occasioni sono state definite teorie ibride, tra le quah rientra quella
linearizzata cui si perviene assumendo:

T=W%—F(fU+5% (7.4)

e che da luogo a risultati usuali nell’approccio geometrico del problema.

Essa pud fornire in molti casi, e valgano ad esempio gl studi di Timo-
shenko, Chwalla, Bleich e tanti altri sui sistemi monodimensionali piani,
risultati estremamente utili ¢ significativi quando i suoi limiti di applicabi-
litd siano adeguatamente chiariti (vedi 8.2).

!
|
t
I
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7.2.1. Esempio

Una trave inflessa & soggetta al carico trasversale ¢ (z): esprimere la E.P.T.
netla teoria del 1° ordine, .

Nel 1° ordine, detta v (z) la funzione spostamento (vettore di configurazione
ad e componenti), &

X{“ R v”
Per un organo elastico elementare, (tratto compreso tra due sezioni piane a

distanza dz) la deformazione consistera nella rotazione relativa tra dette sezioni;
risulta:

smgW=xWgr=uy gy, p= g; szlks‘“z:iEn"zdz
dz 2 2

Per lo stesso tratto di trave di lunghezza dz & inoltre:
f=vz)y dU=-qdz - f=-gdz v

Per tutta la trave risultera;

T= f [ —}m . gv] iz (7.2)
I

7.2.2. Esempio
Idem ¢. s. nel 2° ordine,
Nel secondo ordine &, vedi (4.g), X = 0. Daltronde poiché & ovviamente
vizy=f=f1 (P == = 0)nonsi hanno modifiche neanche in U.
L’espressione (7.4) vale anche in una teoria del 2° ordine.
7.2.3. Esempio

Idem ¢. 5. in via pili esatta.

Nella ipotesi di inestensibilita dell’asse geometrico espressione della curvatu-
ra ¢ fornita, in via esatta, dalla (3.d). Sara allora:

T= f [—é«EI VAL vy | de (7.b)
'
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7.3. Valutazioni globali e locali

Nello spazio ad n-+2 dimensioni, configurazione-forza-energia, la (7.2)
esprime il contenuto energetico immagazzinato nel sistema, pensato sotto-
posto al carico F e sito nella configurazione generica C, calcolato assu-
mendo come nullo detto contenuto nella configurazione iniziale Co.

In una rappresentazione simbolica, configurazione-forza, fig. 7.1 in cui
la configurazione si & identificata mediante il vettore @, al generico punto
rappresentativo va allora associato il corrispondente valore delia E.P.T.

A
F Toll)
L.
<
FI‘ Tu(Cr)
Poe
Qo Gr Q

{Co) (Cr) o)

Fig. 7.1.

che, per evidenziare la sua valutazione fatta a partire da Co, indicheremo
con T(C).

La ricordata espressione dell’energia consente lo studio completo di
ogni problema strutturale ma, proprio per tale completezza, pud dar luogo
a difficoltd operative spesso insormontabili quando si ricerchino punti di
biforcazione e corrispondenti rami secondari.

A causa di tali difficoltd, e pur prescindendo al momento dalle citate
motivazioni specifiche, accade che possa essere di utilitd considerare una
terza configurazione, distinta da C, e C, e che diremo configurazione di
riferimento ed indicheremo con C,, al cui intorno si considerera apparte-
nente la C. Per aversi vantaggi operativi la C: deve essere completamente
nota e pertanto identificata dal vettore di configurazione, @, dal parame-
tro di carico, F., ¢ dal contenuto energetico, To(C:), che le competono.
Anche tale configurazione & rappresentata in figura 7.1 e, sotto Paspetto
geometrico, la C & definita rispetto ad essa in modo immediato:

§=Q-0: (7.5)

¢ il vettore spostamento che trasferisce Crin C.

L
!
i
\
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Cib premesso si parta da C., con parametro di carico Fe, nel trasferir-
si a C, si faccia tappa in C.. La E.P.T. assumers ivi il valore:

We-Fr=W-(F A AR f=T,(C)— AF-fi=cost  (1.6)

dove si ¢ indicato con £, lo spostamento generalizzato in Cy; in tale confi-
gurazione saranno inoltre presenti deformazioni, s., e sforzi, Sy, negli orga-
ni elastici.

Se si prosegue ora il trasferimento, ¢ si va da C, a C, all’energia gid
acquisita vanno aggiunti i contributi seguenti che si esprimono tramite le
deformazioni degli organi elastici, s, e lo spostamento generalizzato, f; con-
seguenti al vettore ¢:

INCREMENTO DI ENERGIA ELASTICA costituito:
- dal lavoro degli sforzi preesistenti, S,, per l¢ deformazioni §; per esso si
pone:

Z Srﬁ mLrSr (77)

- dal lavoro che gli sforzi generatisi per le deformazioni 5, ¢ valgono ks,
compiono per tali deformazioni; questo lavoro rappresenta una vera e
propria energia di deformazione che, per evitare ogni confusione con
quella legata alle deformazioni s, si indicherd con:

E%kgz =& (7.8)

INCREMENTO DEL POTENZIALE DEI CARICHI espresso da:
Ff=F+AF) f=Lut AFf (7.9)

Sommando le quote da (7.6) a (7.9), cosa lecita per I’essere la E.P.T.
un potenziale e quindi indipendente dal percorso seguito, si ha:

L(C)=To(C)— AFfi+ Ls + S~Le—AFf (7.10)

Data Ia inessenzialita dei termini costanti presenti (v. 7.6), pud operar-
si invece che sulla (7.10) sulla pil semplice:

T(C)=Ls+®~Lr-AF-f (7.11)

In tal caso di parlera di energia potenziale “locale”, E.P.L., riferimen-
to C,, in contrapposizione alla definizione completa ed usuale, (7.1), che
continuerd a definirsi “totale”, o “globale”, E.P.T. In tale riferimento lo-
cale la geometria del sistema C ¢ definita dalla (7.5).

Per semplicitd di notazioni, e per essere d’altronde inessenziale, si
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ometteranno nel seguito i pedici che indicano il riferimento a C; essendo
tale riferimento implicito nella simbologia adottata che evita ogni confu-
sione con la (7.1), ovvero con la energia globale.

Nel concludere si evidenzia, e cio ai fini delle indagini sull’equilibrio e
la stabilita di una configurazione (v. capitolo 1), che la T, e si riveda la
(7.10), altro non & che la variazione 8T dell’energia posseduta in C,, ovvero
della E.P.T. totale, che si indica, anche, con la lettera L.

7.4. Precisazioni sull’energia locale

Nella generalith di discorso attualmente seguita nessuna considerazio-
ne, o limitazione, & stata effettuata nei riguardi della configurazione di
riferimento che interviene nella espressione (7.11), energia locale, ovvero
E.P.L. Ad essa & stato solo imposto di essere nota e ¢io nel senso:

- che va attribuito un preciso valore, peraltro arbitrario, al parametro di ca-
rico;

_ che debba essere definita la sua geometria, vettore @, cui corrispondono
deformazioni degh organi elastici, e quindi sforzi S esattamente determi-
nati.

Eventuali approssimazioni sulla C,, cui si addiviene in sede operativa,
vanno attentamente ponderate stante che le conseguenti imprecisioni pos-
sono alterare uno o pilt termini della (7.11) rendendo insignificante ogni
suceessiva deduzione.

Cid premesso, si prosegue suddividendo i singoli contributi (e gia si ¢
detto che si omettera senza pregiudizio di chiarezza il pedice #) nelle loro
quote infinitesime nelle componenti g; del vettore ¢. Con tale suddivisione
si esprime la E.P.L. come:

T=TW+ P4 704  =37Y (7.12)
€ sara
T (L(SI)M L(;.)) - AF."I“)

7.13
T (L‘;L L‘;)“i' & (kl) —- AFI 3] k>1 ¢ )

Tale suddivisione non corrisponde, peraltro, alla logica di una teoria
di ordine prefissato (e stante la coincidenza formale di ® ¢ W) secondo la
quale, ad esempio, nel secondo ordine dovra, in realta, porsi:

T= @M L+ (7.14a)
+ @I LY o) + (7.14b)

. . (7.14)
+ @+ @t 4 (7.14¢c)

~AF(FY+ £ (7.14d)

|
|
|
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1’adozione di una scritturazione su righi diversi & dovuta al volersi
evidenziare quanto segue:

- la nuilita della {7.14a), eguaglianza di lavori esterno ed interno del primo
ordine, si ha, per il principio dei lavori virtuali, quando la configurazione
di riferimento & di equilibrio;

- nel caso predetto la (7.14b) costituisce la quota energetica che, in piena
analogia con la (7.4), d luogo ad una teoria linearizzata;

- i termini rappresentati in (7.14¢) costituiscono il miglioramento che pud
apportarsi alla teoria di cui sopra costituendone la integrazione per per-
venire ad una teoria completa del 2° ordine;

- il contributo (7.14d) non sard a considerarsi quando le indagini vadano
svolte su configurazioni soggette allo stesso vettore di carico assegnato in
Cf.

" Sotto {'apetto storico ricorderemo che la (7.14b) & stata ampiamente
utilizzata, seppure talvolta con qualche confusione con la (7.4), nella ricer-
ca di carichi critici, problema nel quale costituisce lo strumento fondamenta-
Ie.

Nel concludere Pargomento, osserveremo che la (7.14) non & assolu-
tamente da interpretarsi come una espressione approssimata della E.P.T.
ma che le approssimazioni sono invece insite nel modo in cui essa viene di
solito utilizzata. Pur essendo infatti contenuto il ““passato” della struttura,
il pre-C;, nei termini Lg ed Lr questi non ne esprimono che una parte.
L’approssimazione usuale consiste, e riappare la metodologia alle varia-
zioni Euleriane, nell’eseguire le determinazioni richieste come se il sistema
avesse la geometria che gli competeva in C,, non quella effettiva assunta in
Cs; in breve le componenti di Q. vengono considerate piccole e ciod tali da
non variare in modo apprezzabile la geometria iniziale. La liceita di cid va
ovviamente, di caso in caso, provata ¢ assunta per indiscutibile esperienza.
Altri motivi di approssimazione, certamente pilt evidenti, consistono infine
nel trascurare totalmente, o nel valutare in modo impreciso, uno o pili dei
termini esistenti,

7.4.1. Esempio
La trave di fig. 7.2 (trave di Eulero) si trova sotto la forza F, nelia configura-

zione C, caratierizzata dagli spostamenti assiali noti, espressi dal canale di
deformazione:

_Fl 2 | 7,
wO=T T @
Fr w(zZ}) 3‘

Fig, 7.2
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Questi spostamenti, e lo sforzo normale nella trave, definiscono in modo
completo la configurazione di riferimento. Questa, proprio per il modo in cui sono
espressi gli spostamenti (7.c), rappresentativi dei vettore Qs & di equilibrio; cid
rende nulla ia (7.14a).

Volendosi determinare gli altri termini della {7.14) per AF = 0, & cid ad esem-
pio fino al 2° ordine, va considerata la deformazione, vettore ¢, che porta da Ceoa
C. Pensando questa dovuta ad una flessione inestensionale avverranno oltre gli
spostamenti v (2) anche quelli assialt:

w(z) =~ —;— v2dz - (2.h)
[+

del secondo ordine in v (z). Se si pensano trascurabili gli spostamenti (7.¢}, € ¢con

cid si confondono “geometricamente” C, e C,, le ascisse z che appaiono nella v (2)

e nella (2.h) possono misurarsi sul sistema indeformato.

Cosi operando si determinano:

- il lavoro dello sforzo normale in C,, L, che risulta nullo per la supposta inesten-
sionalitd della deformazione considerata;

. Penergia elastica di deformazione ®7, tutta flessionale, che net 2° ordine vale:

- il lavoro della forza esterna, L}, consegnente allo spostamento (2.h) per z= 1
{a (7.14) porge:

—;—-J‘EI\»” dZW_F,fv'zdz

2
H
¢ costitnisce espressione di base per lo studio deila trave di Eulero.

7.5, Suddivisione delle lagrangiane

Le precedenti considerazioni sulla E.P.T. locale, ¢ quindi sulle lagran-
giane Qi (componenti del vettore Q;) che reggevano il passato strutturale, ¢
si & detto pre-Cs, e su quelle attuali ¢; (componenti di g), trovano completa
sistemazione in una ottica pill precisa.

Si suppone di studiare inizialmente il sistema elastico in un sottospazio
delle configurazioni definito da:

0:c#0 ¥ kell,n]

(7.15)
=0 ¥ felw+ 1, 1]
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e st dicano C. 1 punti di frontiera di tale sottospazio. In tale ambito le O,
le uniche significative, possono dirsi coordinate attive mentre le @y verran-
no indicate come coordinate Hbere (inutilizzate).

Se, esaurito lo studio nel sottospazio R”’ si vuole superare la frontiera,
ovvero analizzare configurazioni al di 1a di quelle C; ivi situate, dovranno
considerarsi, oltre le Q, anche le @, prima nulle. Indicando con sopralinea
i valori di frontiera delle §; nello spazio completo, R, sard:

0x = Oi + gi

- 7.16
Q13Q1+gﬁ=€]f ( )

e riappaiono le g; prima considerate il cul insieme & costituito dall’anione
di quelli delle ¢4 ¢ delle g,

In definitiva le Q: sono sempre attive, le 0 = ¢ lo sono diventate. Se
si trascurano le Qy, ed & I’ipotesi accennata nel paragrafo precedente, sono
attive le coordinate locali g.

Se fra queste si considerano insignificanti le ¢, ¢ si da luogo a proce-
dimenti approssimati da valutare attentamente, le sole coordinate attive
restano le ¢: ¢, con riferimento ad esse, & spesso possibile avere apprezzabi-
li informazioni sul post-C, (valori di carichi critici).

In breve, sulla frontiera del sottospazio R” esistono, in una ottica di
elasticita lineare indefinita, PUNTI DI BIFORCAZIONE.

Mentre tale argomento sard ripreso in seguito, e costituisce uno dei
punti basilari del comportamento strutturale, si vuole ancora notare quan-
to segue.

Pud accadere, ed accade, che una suddivisione come 1a {7.15) non sia
possibile. Che sia ciog #’ = n ¢ che lo studio della struttura non sia condu-
cibile se non con riferimento a tutte le 0;. Non esisteranno aliora punti di
biforcazione che richiedono la attivazione di coordinate libere. Il compor-
tamento strutturale sara, in genere, indefinito; in esso potranno verificarsi
fasi “non statiche” aventi inizio in punti (configurazioni) particolari:
PUNTI LIMITE.
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8.1. Premessa

La conoscenza della forma che descrive la E.P.T., e sia la (7.2), con-
sente immediata applicazione dei criteri generali, esposti nel primo capito-
lo, per la individuazione delle configurazioni di equilibrio. Consente aliresi
la definizione della “qualitd™ deil’equilibrio stesso: stabile, indifferente,
instabile.

In quanto segue si parlerd essenzialmente di equilibrio e verra mostra-
to che le sue aggettivazioni sono, nel pilt dei casi, implicitamente contenute
nelle leggi carico-spostamento, leggi la cui individuazione costituisce il fine
ultimo della ricerca strutturale.

8.2. Le equazioni di equilibrio

Dovendosi individuare le configurazioni di equilibrio sotto carichi as-
segnati come quelle in cui la E.P.T. ha un suo valore estremo, ¢ a porsi:

or=20 8.1

Tale annullamento della variazione di T, 87, che nei sistemi olonomi &
proprio un differenziale, richiede che sia:

dVT= Zag d Q=3 T;dQi (8.2)

Attesa la arbitrarietd che deve darsi alle dQ; presenti nella (8.2), si
perviene, infine, al sistema di equazioni*:
T

a—QimT;ﬂO (8.3

* Per le derivazioni verrd utilizzato, in aliernativa alla simbologia classica,
guella del “pedice”. Esso identifica la variabile rispetto alla quale la derivazione si
intende eseguita,
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Queste, in modo pilt esplicito, si scrivono partendo dalla E.P.T. data
nella forma (7.2).

Risulta:
WA+ W+ W L —FN P+ L) =0 (8.4)

e con cid si possiede il sistema risolvente da cui devono trarsi le ¢ come
Qi (F).

Data la non linearita delle (8.4) potranno sussistere, per un dato valo-
re di F, pili soluzioni del problema, ¢ ¢id in pieno accordo col principio di
Kirchoff che prevede unicitd di soluzione solo in caso di linearitd delle
equazioni.

Se il problema strutturale viene affrontato nella teoria del 1° ordine le
(8.4) si scrivono!

W}(zl"‘Fﬁ“)m s (85)
dove il primo termine, stante la derivazione effettuata rispetto a @ € linea-
re nelle Q; stesse; poiché il secondo termine & ricondotto, nel contempo, ad
una costante, il sistema & lineare. Valgono il principio di Kirchoff ¢ quello
di sovrapposizione, restandosi nell’ambito classico della Scienza delle Co-
struzioni e della Teoria delle Strutture. Tale ambito & anche noto come
quello dei piccoli spostamenti, da non confondersi con piccole deforma-
zioni, ¢ deve tale nome al fatto che, ove le (8.5) vengano scritte in modo
diretto, gli equilibri che esse esprimono non tengono conto della mutata
configurazione del sistema dovuta agli spostamenti. In breve, le caratteri-
stiche esterne della sollecitazione vengono calcolate sul sisterna indeforma-
to (configurazione C,). Lo stadio successivo, miglioramento dei risultati, &
quello di usare una teoria ibrida e, nella specie, quella cosiddetta lineariz-
zata (vedi 7.2). Le equazioni di equilibrio diventano:

w2 —F(f,-(” .}.ﬁm) = () (8.6)

In essa vale ancora il principio di Kirchoff ma si perde, salvo attente
particolarizzazioni, la validitd del principio di sovrapposizione. L’ambito
operativo & guello in cui, in via geometrica, le caratteristiche della solleci-
tazione esterna vanno espresse tenendo conto della posizione assunta dai
punti del sistema a seguito degli spostamenti (configurazione C # C,). In
tal senso questa teoria pud chiamarsi, a confronto di quella lineare, teoria
dei grandi spostamenti. Anche qui va osservato che le dizioni spostamenti
e deformazioni non vanno assclutamente confuse.

In entrambe le precedenti teorie, infatti, si tien conto solo di W% e,
quindi, solo di deformazioni del primo ordine (vedi 4.2); implicitamente, in
entrambe, le deformazioni si sono pensate piccole (s + .... trascurabile a
fronte di s'').
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Una definizione completa richiede, dungue, le seguenti qualificazioni:

- teoria lineare = teoria dei piccoli spostamenti e delle piccole deformazio-
ni;

- teoria linearizzata = teoria dei grandi spostamenti e delle piccole deforma-
zioni.

Quando si richiede una risposta che prescinda da ogni limitazione, ¢
su questa via spinge la tecnica col miglioramento dei materiali e la conse-
guente sempre maggiore esilita strutturale, non pud che farsi ricorso alle
equazioni complete (8.4). Esse coprono, con la voluta accuratezza, il cam-
po dei grandi spostamenti ¢ delle grandi deformazioni’”,

In via applicativa pud affermarsi che una teoria completa del 2° ordi-
ne, corrispondente ai termini esplicitati nelle (8.4), ¢ in generale adeguata a
coprire le esigenze delle determinazioni necessarie sia sotto I'aspetto quan-
titativo che qualitativo.

Con c¢id non st esclude, e verra anzi pil: volte considerata, la opportu-
nita di una accuratezza ancora maggiore.

8.3. I rami di equilibrie naturali

Quando si opera nell’ambito della teoria lineare la soluzione trovata &
del tipo:

Q=0 (F)=hF 8.7
Essa fornisce soluzione non per un dato valore di F, bensi per:

P

stabilendo il pili intuitivo e conosciuto legame carichi-spostamenti o “legge
di carico™.

Per carico, ovvero F, crescente a partire da zero'” la struttura percor-
re, senza discontinuitd, una successione di configurazioni e, nello spazio
che le definisce, il punto rappresentativo C descrive una retta: canale di
deformazione (vedi 2.3).

) piccoli spostamenti ¢ grandi deformazioni costituiscono anch’essi una pos-
sibilitd reale. Dato che sarebbe comunque richiesta accuratezza nella parte pil
complessa delle determinazioni, interessanti ¥, non si comprende perché dovrebbe
rinunziarsi a tale accuratezza nei termini pil semplici, ossia in U, Il caso non sara
considerato.

@ Qui, ed in seguito, si considera esplicitamente O < F < ®. Quanto detto
vale ovviamente anche per una variabilitd negativa di F.




86

Se dallo spazio delle configurazioni R”, puramente geometrico, si pas-
sa allo spazio R™! configurazioni-forza, viene parimenti descritto un ca-
nale che visualizza 1a legge di carico.

Pur nella ovvieta del caso considerato, si osserva che la conoscenza di
tale legge, esemplificata in fig. 8.1 nel caso »n=2, risponde oltre alla
domanda;

, F

Frl

Ce

Q1

~ hqF

hEF )

Fig. 8.1.

- quale configurazione di equilibrio C. assume la struttura sotto il carico F?

anche alla seguente:

- cosa accade se il carico F, per un quaiche motivo, assume un valore
diverso dal previsto?

La seconda domanda implica, in effetti, un discorso sulla stabilita che
trova implicita risposta proprio nella legge di carico.

Nel caso lineare esemplificato la visione & estremamente ottimistica,
potrebbe ben dirsi che equilibrio e stabilitd vanno .... appaiati, indefinita-
mente.

Cosa accade in una pill accurata rappresentazione della realta
strutturale?

In primo luogo, al di fuori della linearita, ¢ quindi dell’algebra lineare,
insorgono notevoli difficoltd analitiche. La soluzione delle (8.4) va condot-
ta punto per punto perché, salvo le esemplificazioni d’uso ed i casi partico-
lari (molto particolari), la esplicitazione dei legami:

Qi= 0: (F) (8.8)
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& utopia. Si entra allora nel campo del calcolo numerico ¢, fortunatamente,
gli sviluppi tecnici dei sistemi di elaborazione, ¢ la loro disponibilita ora-
mai diffusa, consentono di conseguire i risultati voluti.

Tornando ai legami Q; = @ (F) pud senz’altro affermarsi che nello
spazio R"", F - O, ed al crescere di F partendo da zero, il punto C.,, rap-
presentativo delle successive configurazioni di equilibrio occupate dal si-
stema, descriverd una curva come in fig. 8.2.

Fé

F i

1*ordine

X | Q4

G2 N N
/ \ \
1*ordine

Fig. 8.2.

A tale curva si dara il nome di RAMO NATURALE (o principale} DI
EQUILIBRIO.

Nella teoria del 1° ordine il ramo naturale coincide con un canale,
ovvero ¢ una retta, tale retta & la tangente nell’origine al vero ramo di
equilibrio. '

Cid & facilmente dimostato considerando le (8.4) e facendo tendere a
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zero le Q: ogni termine & trascurabile rispetto al precedente omologo e
trascurando, trascurando .... ci si trova con le (8.5), teoria del 1° ordine.

Cosa altro pud dirsi sulle vere leggi di carico, ovvero sull’andamento
dei rami di equilibrio? Supposte note le Q: potremo dedurre dalla generica
delle (8.4), ¢ dovranno tuite dare lo stesso risultato, la forza F:

w2+ W+ Wi+
AR S A

=F(Q) 8.9

e porre successivamente questa nella forma:

(3) (4)
o 1+ w’;_m + —'""?;_(2) +...)
=t f i = F(Q) (8.10)
ffm ﬁ(2)
(1 -+ “f-;-m- + )

1l primo rapporto & la soluzione del 1° ordine, i contenuti delle paren-
tesi danno i coefficienti correttivi nel passaggio a teorie pili esatte: conside-
riamo guella del 2° ordine.

I termini predominanti nella “correzione” sono quelli contenenti o
ed £ ¥ (e se fossero entrambi nulli dovrebbe passarsi alla teoria successiva,
3° ordine, data la scarsa significativita di W% dovuta alla sua incomple-
tezza, vedi 4.5) da pensarsi valutati per gli stessi valori delle Qs contenuti in
w @ ed £, Ricordate anche le premonizioni energetiche dei paragrafi 4.4
e 5.4 pud senz'altro affermarsi che:
affinché il ramo di equilibrio naturale sia indefinitamente crescente & ne-
cessario e sufficiente che W' ¢ WP siano concordi e che f7 ed f'/' siano
discordi;
nel caso opposto, ciot ove sia W discorde a W' ed £ concorde ad o,
il ramo naturale di equilibrio non potra crescere indefinitamente e si svi-
luppera al di sotto di un piano definito da F = cost.

Nel primo caso la soluzione del 1° ordine viene “esaltata”, nel secon-
do viene “erosa”. I due casi sono stati definiti altrove!” rispettivamente
come di:

- stabilitd crescente;
- stabilita decrescente;

M Vedi Raithel A.: «L’equilibrio elastico». Liguori, Napoli, 1969.
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e, nel secondo, & implicita la definizione del carico limite formando il valo-
re Fum 'equazione del piano al di sotto del quale si sviluppa il ramo di
equilibrio naturale.

Le precedentl considerazioni, ed in specle la seconda, hanno ovvia-
mente valore in un campo di spostamentl in cui la teoria adottata non
perda validitd a causa dei termini successivi trascurati nelle equazioni di
equilibrio; questi, ma si & ormai quasi sempre in un campo inaccettabile
per le vistose variazioni geometriche intervenute, possono capovolgere la
sitnazione dando luogo, ad esempio, a nuove forme di equilibrio stabile
(rami a stabilita crescente dopo uno SNAP-TROUGH).

A conclusione del presente paragrafo si osserva che se i contenuti di
entrambe le parentesi della (8.10) coincidessero con I'unitd, e fosse cio¢
“vera” la soluzione del 1° ordine, il ramo di equilibrio sarebbe sempre
indefinitamente crescente (coincidendo con un canale) ed il caso dovrebbe
definirsi di stabilitd costante.

8.3.1. Esempio: le travi inflesse

Si & visto che ’energia elastica di deformagzione si scrive in generale:

W =m2£.,[ B X dz

¢ che X* presenta, nel suo sviluppo (4.¢), termini tutti positivi, E quindi:
w4 >0

(2) 1)

Si & visto anche, 7.2.2, che non esistono termini come £ essendo v {z) = 1.
Si conclude che il ramo naturale di equilibrio & indefinitamente crescente (sta-
bilitd crescente).

8.3.2, Esempio

Si riconsidera I struttura dell’esempio 4.2.1 in presenza di una forza verticale
in P diretta verso i basso,

La quota energetica W™ & definita negativa. Risulta inoltre:

== fP=o0

Siéin un caso di stabilitd decrescente, Esiste un carico limite.
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8.3.3. Esempio: lo sforzo normale (sollecitazione semplice)

La teoria del 1° ordine di soluzione esatta (non csistono W' + ...-ed
£@ 4 ...). Risulta definito il ramo di equilibrio coincidente con il canale di defor-
mazione:

_n
A!—EA

Lungo esso la stabilith & costante.

8.4. La curva caratteristica di Zapahoni

In alcune note dell’inizio degli anni sessanta Zanaboni inquadrd, con
estrema chiarezza, i presupposti per una rigorosa e severa analisi delle leg-
gi dell’equilibrio e delle sue aggettivazioni. In uno di tali studi, molto cari

“agli Autori, introdusse Ja “curva caratteristica” di una struttura come ele-
menio caratterizzante il suo comportamento.

In tale curva si riguarda P'intero sistema elastico come un unico orga-
no deformabile ideale, sottoposto alia forza F ed esibente lo spostamento f.
A Lui piacque considerare la curva F-f come il diagramma registrabile con
una attrezzatura di carico alla quale la anzidetta idealizzazione della strut-
tura fosse stata sottoposta,

Questa visione, fortemente suggestiva, verrd qui conservata per dare
un tocco di fantasia a rigorose deduzioni.

Verith storica vuole si dica che tale “curva caratteristica” non & stata
del tutto dimenticata'” e che, seppure in modo limitato ¢ non sempre cor-
retto, & stata anche parzialmente riscoperta da pill recenti Autori stranieri.

Nella presente opera viene ritenuta fondamentale.

Per quanto attiene la “attrezzatura di prova” va precisato che essa
deve essere alquanto sofisticata; per intendersi, se ““provassimo” un cubet-
to di calcestruzzo essa dovrebbe essere in grado di fornirci il diagramma
g~€ non solo fino alla roitura, culmine, ma seguire anche il tratto discen-
dente successivo, mentre & in atto la disgregazione del provino.

Si supponga che una prima prova sia stata nel frattempo eseguita: il
diagramma ottenuto & indefinito. Detto diagramma ¢ consegnato nella fig.
8.3, ove pud pensarsi interrotto in corrispondenza della portata massima
dell’attrezzatura.

) Yedi Franciosi V.: «Scienza delle costruzioni». Vol. V. Liguori, Napoli.
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F A
F{F}
) /
/
F Ce,”
L Ce P
L) F" _______ __gc
|
| i
|
o
TN o
_,.,.‘,f.__-}q-——

Fig. 8.3.
8.4.1. Osservazioni

1l diagramma 8.3 & un diagramma reale, fisico, non soffre di approssimazioni

di teorie. Le situazioni di equilibrio che descrive, punti C. (F, £}, ovvero le configu-

razioni di equilibrio successivamente occupate, sono deducibili dalie (8.4) solo se in

esse sono considerati tutti i termini e nessun limite viene posto alla “forma” delle

leggi elastiche (elasticitd perfetta indefinita come in 3.3 ¢ 4.6). Esse possono
scriversi:

Ti=W-Ffi=0 (8.11)

Va osservato che il diagramma pur fornendoci, data F, il valore di f, nulla i
dice sulla configurazione C. per la quale tale f si verifica. Ne esistono in generale
infinite, e siano C: tra queste solo quella definita dalla (8.11) sard equilibrata, ovve-
ro C..

E noto che P’area compresa tra il diagramma, P’asse delle ascisse e
Pordinata corrente rappresenta 'energia elastica di deformazione:
w={[ Fdf (8.12)

Se si pensa di trasferire il sistema, senza variare F, da C, a C; occorre
che W abbia la variazione':

8W = Area ( £ C. C.’ f*) = Area (FC, C' f*) + Area (C, C; C") =
=§f - F+ —éjaf- 8F = 8w + 8w

M pacendosi riferimento ad espressioni “esatte” (tratte da un diagramma reale
fisico) si preferisce usare i simboli variazionali per non ingenerare confusione con
quelli adottati negli sviluppi analitici.
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Nel contempo Penergia posizionale U & mutata di;

BU=8U=—F&f

e quindi le variazioni della E.P.T. risultano:
ST=sW+ =0 ;. ST=w=toroF  (8.13)

Si trae che in C. ¢’¢ equilibrio, e si sapeva, per avere ivi T un estremo
(variazione prima nulila); che tale equilibrio & stabile per essere tale estre-
mo un minimo {variazione seconda positiva).

Noteremo infine che Parea 8f - 8F/2 cresce al crescere di F: stabilita
crescente, . '

Supponiamo ancora che mentre discutevamo sul diagramma di fig. 8.3
il nostro operatore abbia sottoposto a prova un modelio diverso. Questa
volta D'interruzione della prova & stata determinata dall’impossibilitd di
applicare forze negative. Il diagramma ottenuto fino a tale stadio & il
seguente:

F A
NI
SO
AYSS .
Flim 4 2 Clim
F-
e T |
Fit |
]
|
%
0 Flim P

Fig. 8.4.

Nel tratto O-Cu, vale identicamente il discorso precedente: equilibrio
stabile. Se si esamina meglio Parea 8f - 8F/2 si nota che essa decresce con
F: stabilita decrescente.

Nel tratto dopo Cim ancora tutto identico, solo 8F & negativo. T assu-
me un massimo: instabilitd; peggio, 6F cresce con f: instabilitd crescente.
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Tornando a questo punto ad una maggiore severita di discorso si sta-
taisce it TEOREMA DELL’ ELASTICITA PERFETTA:

Le configurazioni definite da punti siti su rami ascendenti della curva
caratteristica sono stabili. Quelle definite da punti siti su rami discendenti
sono instabili.

8.4.2. Osservazioni

Nel caso di elasticita lineare e teoria del 1° ordine la curva caratteristica si
presenterd sempre come una retta uscente dall’origine {ad esempio la tangente ini-
ziale di fig. 8.3).

In tale ambito sembra che tutte le strutture abbiano configurazioni di equili-
brio stabile a stabilita costante.

8.4.3. Osservazioni

La precedente curva caratteristica F-f pud essere sostituita da una curva F-Q;
che ne conservi le proprietd; occorrerd beninteso che si faccia riferimento ad una ¢
opportuna. La scelta non & in effetti molto restrittiva dato che sard sufficiente sia:

o

20 >0 (8.14)
nel tratto in cui si vogliano utilizzare i precedenti risultati. La condizione (8.14)
assicura che tratti ascendenti siano sostituiti da tratti ascendenti e tratii discendenti
da tratti discendenti. Ove la f consista in quote di ordine diverso, il rispetto della
{8.14) dovra essere ovviamente assicurato per quella prevalente ¢ cid per non dar
luogo a rappresentazioni troppo “distorte™.

8.4.4. Esempio

La precedente teoria viene applicata all’esempio in figura per il quale si consi-
derano solo le configurazioni simmetriche. L’unica lagrangiana & lo spostamento
verticale del nodo centrale.
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Si considera il caso in sui sia #/L << 1 con le implicazioni:
I=L ; sena=iga=h1 ; cosa== 1

Lo spostamento v di luogo, in ciascuna asta, ai seguenti spostamenti relativi
tra gli estremi (assiale & normale):
e
i

At=vsenou=1v ; An=veosa=y

L’energia elastica si esprime come nell’esempio 4.5.1, formule (4.i), mentre il
potenziale U & dato dal prodotto Fv. La E.P.T. nel 2° ordine si scrive:

. ,
T = Eﬁh V- Efsh v+ %V4~Fv wr>0,r%=0 3a)

Introdotta la adimensionalizzazione:

Pz 7" (8.b)
’equazione di equilibrio da luogo, dopo aver diviso per &, a:
% = a;,g;ﬁ R+ T +7)-F=0
Fe== Eﬁha &+ W+ (8.c)

La soluzione & ovviamente conforme alle considerazioni svolte nel paragrafo
8.3; data la coincidenza di fcon v, la curva caratteristica coincide col diagramma
F-v ed ha Pandamento di figura 8.3: equilibrio a stabilitd crescente.

8.4.5. Esempio

{dem c. 5. per il caso di fig. 8.6 che differisce dal precedente solo per il verso di
h {qui si schematizza arco ribassato, prima la fune).

g
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It caso, gid considerato nel libro ricordato in nota al paragrafo 8.3, comporta
solo cambiamento di segno del termine W rispetto a quanto espresso in (3.a). E
quindi:
wh<o , fP=0
ed il destino strutturale & segnato. La (8.c) diventa:

3
F=EA g5 g 8.d)

13
ed F non pud superare il valore per cuk:

Feo = 2-67+37=0 = = |06
av
I primo valore di ¥ (Vi = fn} corrisponde alla situazione, Cin, preconizzata
in figura 8.4 con: 3
Fun = 0,385 252 ®.)

It secondo ¢ ... in zona iratteggiata negativa (una semplice curiosita); se si va
oltre ¥ = 2 .... ricompare I’esempio precedente, Tra v = 0,426 ¢ v *= 2,00 non c’¢
statica, ma il cosiddetto SNAP, ed un bel po’ di energia cinetica da dissipare quan-
do si ricade nell’esempio precedente.

Ean®
o L f
(3 ! !
Equilibrio di 2¥specie ~+= Equilibrie di
| 13 specie

i
i
)
+ F
j

S i
/l\aj;«fh |
| i 0\(‘-‘ >1hl
| | F
0,426h | | 2h o
1 T -
| [T
' ! EARS 13
. “mml{},BBS—rﬁm-} \\
A
3/ 2, l% Mi‘.'h“
EAh < 1
&
-~ i ]
“o
e,
3 %
)
SEANTL
13
FY

Fig, 8.7,
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1i tutto & chiaramente illustrato nella fig. 8.7 dove & riportato il diagramma F-v
che, essendo ii sistema ad un solo grado di liberta, ne rappresenta proprio la curva
caratteristica.

8.4.6. Esercizio proposto

Con riferimento aila struttura considerata nella figura 8.6 si aggiunga, nel
nodo centrale, un organo elastico che contrasti la rotazione relativa tra e due
parti.

In tale organo sard 57 = Ag" = 2w/, §2 = A = 0, si esaminino, al
variare della sua rigidezza k, le varie possibilita.

8.5. Riepilogo e precisazioni

Nel presente capitolo si sono discussi i legami carico-spostamento in
un sistema elastico a partire dal valore nullo della sollecitazione esterna
(F=0, ;= 0).

Utilizzando le equazioni di equilibrio (8.4), ¢ percorrendo il ramo di
equilibrio naturale, si € considerato il caso in cui tutte le lagrangiane con-
siderate siano attive lungo tale ramo e che, pertanto, non riesca la suddivi-
sione prospettata in 7.6 (° = n); in alternativa, se tale suddivisione fosse
risultata possibile, si sarebbe operato con solo riferimento alle coordinate
attive. ‘

Sotto Paspetto di accuratezza delle determinazioni si é fatto esplicito
riferimento alla teoria del 2° ordine ricordando come, netla sua utilizza-
zione, il termine di grado pib elevato nelle (), avente carattere di piena
affidabilita, sia W © per una precisione ancora maggiore occorrera spin-
gersi in una teoria del 3° ordine in cui W™ assumera piena validitd, in uno
con W ed %, mentre il termine poco affidabile diventa W,

Per quanto attiene la opportunita di avvalersi di una teoria pill 0 me-
no raffinata si sono tratti gli elementi necessari a tale indicazione. Si é
visto che & fondamentale una indagine su W™ ed f* e quindi, comunque,
una esplorazione preventiva nel 2° ordine.

Solo se & assicurato che sia Wi = 0 ed ! < 0,0 W > 0 ed
£ < 0, si sara certi che la teoria del 1° ordine ¢ cautelativa o, al limite
(W 4+ =s® 4 . = 0), foriera di risultati esatti.

Nel prosieguo tale eventualith sara segnalata come EQUILIBRIO DI 1 ?
SPECIE ed assicura, nell’evolversi della deformazione, una stabilitd mai
decrescente. )

Quando una delle precedenti condizioni non risulti soddisfatta, uha
indagine pil accurata ¢ d’obbligo e nulla pud prevedersi in generale per
quanto riguarda la qualita della stability; solo Pesame della curva caratte-
ristica, o di una da essa derivata (eventualmente per tratti) dard, a poste-
riori, informazioni in merito.
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Da ultimo se ¢ contemporaneamente W ¥'<0 ed £4>0, 0 W¥<0 ed
f¥20, 1a teoria del 1° ordine é del tutto ingignificante (salvo in una stret-
ta prossimitd dell’origine).

L’eventualita verrd definita come di EQUILIBRIO DI 2° SPECIE; la
stabilitd decresce allontanandosi dall’origine: esiste uno STATO LIMITE.

In base alla precedente classificazione risulta che:

— Pequilibrio di 17 specie é illustrato nell’esempio 8.4.4;
— Pequilibrio di 2° specie, pud ritrovarsi nell’eserpio 8.4.5;
mentre nell’esercizio 8.4.6 puo darsi luogo a situazioni intermedie.

Nel concludere anticiperemo che tali ultimi casi, ed ancor pit quelli di
2" specie se non affrontati con 1a dovuta precisione, possono dare luogo, ed
€ accaduto, a soluzioni equivoche e fuorvianti.

8.6. Osservazioni sulla curva caratteristica

Riesaminando la curva caratteristica di fig. 8.4, che nell’esempio 8.4.5
coincide con la curva F-v di fig. 8.7, va notato, ¢ pud sembrare ovvio, che
essa, nel tratto in esame, si sviluppa tra:

— "asse delle ascisse, asse f:

— la tangente neli’origine, rappresentativa della teoria del 1° ordine;

— una retta passante per un punto d’ascissa f, (sistema deformato sotto
carico nullo) che approssima il ramo discendente della curva.

Al variare del sistema in esame, ed anche dell’accuratezza delle deter-
minazioni, la curva caratteristica potrd risultare pill o meno prossima alle
rette considerate, e ’ascissa fin pilt @ meno discosta dall’origine ¢ da f,.

Cio significa che per strutture esibenti una grande rigidezza, ¢ quindi
piccoli spostamenti nella teoria del 1° ordine, la curva di equilibrio possa
evolversi come schematizzato in fig. 8.8.a; in tal caso il valore Fy. pud
approssimarsi a quello F, che si legge all’incrocio delfle due precitate rette.

A A
Fa
Faf

T

-

Flim 2

)

=

=

o

-

Fig. 8.8.
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Se al limite si considera (e solo nel 1° ordine) rigidezza infinita, la
tangente nell’origine diventa verticale e finisce col rappresentare il tratto
ascendente della curva caratteristica che viene detto TRIVIAL PATH.

Tutto appare come in fig. 8.8.b: resta solo la retta rappresentativa del
ramo discendente della curva caratteristica. A tale retta é legato il valore di
F, indicato nella stessa figura 8.8.b che viene confuso con un carico critico
e soprannominato ASYMMETRIC STABLE UNSTABLE.

La predetta teoria (asimmetrica?) é evidentemente una rappresentazio-
ne molto schematizzata della realtd; ad essa si perviene in base ad impreci-
sioni la cui influenza, quantitativamente imprevedibile, non € certo “caute-
lativa” atteso che sard sempre:

Fim < F, (8.15)

Cid non toglie che esistano molti casi in cui, per le notevoli difficolta
che si incontrano nel determinare Fyn, ci si limiti al calcolo di F, legato a
difficoltd analitiche ¢i malto inferiori; la disegnaglianza (8.15} ¢ la incer-
tezza sul divario quantitativo tra i due valori inducono, allora, alla massi-
ma prudenza.

8.7. Valutazioni energetiche

Nel paragrafo 8.4 si é introdotta la curva caratteristica di una struttura
mostrando come essa sia specchio fedele del suo comportamento. Tale
stretta rispondenza é stata dedotta con bilanci energetici, visualizzati sulla
curva stessa, che, fondamentalmente corretti, soffrono della lieve impreci-
sione (che svanisce con 8f—0) di avere considerate triangolari le aree
C., C:, C delle figg. 8.3 ed 8.4. Con cid si'sono trascurati i termini energe-
tici di ordine pilt elevato del secondo, peraltro ininfluenti sul segno dell’a-
rea considerata, segno da cui dipende il verdetto di stabilith o instabilita
che costituisce il fine delle valutazioni ivi svolte.

Volendo riconsiderare la indagine effettuata in tale sede con pil stret-
to riferimento alle espressioni della E.P.T., approntate proprio a tali fini,
basterd osservare:

— che le indagini effettuaie sono di tipo locale, ovvero nell’interno di una
configurazione di equilibrio, C., presa quale base o riferimento delle
stesse;

— che una espressione della E.P.T. locale, ovvero valida a partire da una
configurazione di riferimento, é stata costiruita nel paragrafo 7.4 ed
espressa mediante Ia (7.14).

Stante I'equilibrio della configurazione C. = C; mancheranno nella

(7.14) i termini (7.14.a) ed essa si scrive:

T= (L™ - LeP + &)+ ¥ + ¢ - AF(fV + %) (8.16)
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Se si trascurano i termini di ordine piﬁ elevato, e si tiene fisso il valore
della forza presente in C. = C,, AF = O, si resta con:

TO =g 2 D4 D (8.17)

Ricordato che nelle espressioni (8.16) ed (8.17), in quanto locali, €
omessa una inessenziale costante, rappresentatwa proprio dell’energta pos-
seduta in C. = Gy, si riconosce che T rappresenta proprio la variazione
seconda (e la prima é nulla per Pesistente equﬂ1br10) dell’energia posseduta
in tale configurazione. Fssa é cioé proprio la 87T del paragrafo 1.4, e
risulta proporzionale all’area del ricordato triangolo C.C." €, dal cui se-
gno dipende il giudizio:

sUT=T%>0  :STABILITA
8WT=TY=0  :INDIFFERENZA
§WT=T3< 0  :INSTABILITA

Lo stato limite, identificato sulla curva caratteristica da:

4 8.18

7 =0 (8.18)
corrisponde pertanto, in termini energetici, al raggiungimento di una, con-
figurazione, Cin, in cui é:

TO w7 B4 3% =0 (8.19)

ed a cui compete il parametro di carico, Fim, che, contenuto in L™ ed
LA*, porta a tale annullamento.

La speranza di dedurre in tale via il valore Fi, viene immediatamente
vanificata quando si osservi che € di fatto sconosciuta proprio la Ciw, sia
come geometria che come regime di sforzi, a partire dalla quale il calcolo
dei termini contenuti nella (8.19) va eseguito,

Un procedimento iterativo (1potlzzando una Cym, deducendo Fip, tro-
vando una nuova C di partenza, e cosi proseguendo) € in generale ipotiz-
zabile ma le problematiche ad esso connesse fanno preferire la costruzione
per punti delle leggi elastiche cosi come sara indicato nel paragrafo 15.8.

8.8. Carico limite e carico asimmetrico

A partire dalla tardiva conoscenza dei lavori di KOITER, e tramite
successive teorizzazioni come ad esempio quella di THOMPSON (1973), si
& universalmente consolidata la confusione tra carico limite e carico critico
che si era inizialmente tentata di districare, pur unificando entrambi i fe-
nomeni sotto I’appellativo critico, da parte di studiosi (¢ siamo tra il 1930
ed il 1950) come BELLUZZI, KRALL ed aliri.
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Si parlava allora di instabilitad di tipo euleriano, o di 1° specie (i veri
carichi critici), € di instabilita di 2" specie, o di forma (i carichi limite).

Attualmente, pur facendo tutti gli Autori chiara distinzione tra le due
fenomenologie, si é tornati- ad una situazione ancor pil grave di quella
iniziale in quanto si é dato l'appellativo di Carico critico asimmetrico
stabile-instabile a quello che altro non & se non un carico limite determina-
to su un sistema elastico reso elasto-rigido e quindi non reale.

Di esso si é gia fatto cenno in 8.6, indicandolo come carico asimmetri-
¢o F., ¢ dando una prima sommaria indicazione di come esso potesse esse-
re generato.

It discorso pud essere ora ripreso con ben maggior precisione riferen-
dosi alla (8.19) e commettendo errore di eseguire le determinazioni che
essa richiederebbe, e che dovrebbero riguardare pertanto Ciim, sul sistema
indeformato Co.

Gli sforzi S sono allora immediatamente esprimibili tramite il parame-
tro F in una teoria del 1° ordine o, ancora peggio, in una teoria del 1°
ordine “semplificata” in cui si trascurano alcuni aspetti deformativi ritenu-
ti secondari.

Pud trarsi allora in evidenza F dai primi due termini delle (18.19) che,
contrassegnando con ~ 1 valori da essi assunti per F = 1, si scrive:

T = (L& - ™)y F- & =0 (8.20)

e risulta, con una ovvia posizione:

o e W
F=F= T o T @.21)

Restando ancora aperta la necessita di attribuire un valore alle lagran-
giane ¢i, che appaiono in & ed T il problema pud essere risolto mini-
mizzando, rispetto ad esse, Fa.

Purtroppo tali condizioni sono identiche a quelie che possono scriversi
annullando le derivate di T (cid per la quadraticita di tale forma omoge-
nea) e comportano pertanto che debba essere soddisfatto il sistema

;gm = = (0 - L - o) =

=F-LP-a =0 (8.22)

La formale coincidenza di queste con le equazioni allo stato critico,
che vengono trattate nel capitolo seguente, ba fatto si che la degenerazione
di un carico limite, F,, sia stata definita carico critico; le relative aggettiva-
zioni che lo accompagnano, asimmetrico, stabile-instabile, sono dovute al
proseguire sulla china intrapresa e vengono di seguito riferite.




101

Prima di fare cid noteremo ancora che anche P'espressione (8.21) data
per F; & portatrice della stessa equivoca confusione. Essa infatti, formal-
mente, coincide con la formulazione di BRYAN e TIMOSHENKO relativa
ai carichi critici e che, specie il secondo Autore, ha brillantemente utilizza-
to in una molteplicitd di casi che fanno parte ben consolidata della storia
dei problemi di carico critico.

Riprendendo a questo punto il discorso si considera annullato 7' (e
non & vero perché si ¢ annullata la T% che si sarebbe avuta se il sistema
non si fosse deformato) e si riconsidera la espressione (8.16) della E.P.L.
che in tale situazione si scrive:

T == @(3J -+ q)(“) — AF(f(ll +f(2})

Poiché, per I'ipotizzato ritrovarsi in uno stato critico, “deve” annul-
larsi £ si resta in realta con:

T=0"+ @YW~ AF- f& (8.23)

La minimizzazione di questa ultima, che dovrebbe individuare il ramo
secondario (1), porge:

‘1),'(3) e @}4) _ ‘1),‘(3}
—— S e
,;ﬁ( } _f; (2}

La disparita di ®", e la parita di /®, fanno riconoscere Pesistenza di
AF positivi o negativi a seconda del segno attribuito alle g; : il carico
critico F, & asimmetrico, ovvero stabile-instabile. La sua rappresentazione
grafica ¢ quella anticipata nel paragrafo 8.6 e nella relativa figura 8.8.b:
una retta passante per F,, se si considera solo @', una curva, avente sem-
pre tale retta come tangente in F, se si considerano anche i termini succes-
sivi: ...

A questo punto il discorso sul come sia “nato™ il carico F, pud ritener-
si concluso sotto I'aspetto concettuale: una confusione tra due configura-
zioni, Co ¢ Cym, sulla cui effettiva “distanza” nulla pud dirsi se non dopo
aver determinato Cim ¢ quindi Fiy.

Ciononostante esso merita ancora alcune puntualizzazioni che si dan-
no di seguito presupponendo, come d’altronde & gia stato fatto, una qual-
che conoscenza dei problemi di carico critico (v. successivi capitoli 9 ¢ 10).

AF= (8.24)

8.8.1. Considerazione prima

Quanto osservato sull’andamento della AF fornito dalla (8.24) pud dar luogo
ad una qualche perplessitd per quanto riguarda la possibilith di ottenere, seppure in
una determinazione basata su presupposti non corretti, valori di AF>> @ per uno
dei due segni attribuibili alle g;,
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Cid & ad ascriversi alla esistenza di un ramo di equilibrio, distinto da quello
naturale, ed irraggiungibile con una crescita del parametro di carico F a partire da
zero. Di esso non si & mai detto in precedenza, ¢ tantomeno se ne parlerk in futuro,
stante la completa inutilitd dell’argomento. Al momento preciseremo solo che esso,
spesso definito come ramo “complementare”, & caratterizzato dallo svilupparsi tut-
to al di sopra di un valore di F che diremo Friu.

Orbene ’andamento (8.24) “approssima™ da un lato il tratto decrescente del
ramo naturale (AF < ), dall’altro quello crescente del ramo complementare.

Tale situazione & ben comprensibile dall’esame della successiva figura 8.9 dove
sono riportati, nel caso dell’esempio cui si riferisce, sia il ramo principale che quel-
lo complementare. '

8.8.2. Considerazione secondu

Da un punto di vista strettamente ingegneristico la valutazione di un F,, a
fronte delle difficolta insite in quella di un Fim, pud anche apparire seducente, ¢ tale
sarebbe invero, se il divario fra i due valori fosse, in qualche modo, quantizzabile
o, cosa coincidente, fosse individuabile anche un valore in difetto, ¢ sia Fp, cosi da
avere Ia disuguaglianza: '

Fy < Fin <7 (8.25)

[n mancanza di cid la determinazione di F; & insignificante e nulla toglie a tale
affermazione la constatazione che gli usuali esempi, cui si fard pill volte riferimento
ne! seguito, possano, in taluni casi, dare valori di F. dello stesso ordine di grandez-
7a di Fim; ne esistono infatti altri, ed anche facilmente individuabili, in cui cid
certamente non accade,

Sull’argomento si tornera, COMUNQuUe, ancora pilt volte indicando modalita
operative pill corrette e come, per specifiche tipologie strutturali, sia possibile ren-
dersi conto di parametri che influiscono sull’entitd del divario tra Fi, ed F; ¢ del
suo ordine di grandezza.

8.8.3. Esempio

Lo schema considerato & descritto nella successiva figura 89 ¢ costituisce, nei
testi pi noti e diffusi, 'esempio fondamentale per introdurre e mostrare Pesistenza
del carico “critico™ asimmetrico di cui in precedenza si & ampiamente discusso. La
“aitendibilith” dei risultati mostrati daghi Autori che ad esso si riferiscono ¢ dovuta
al conferire all’asta verticale una rigidezza infinita a seguito defla quale viene appa-
rentemente superato Perrore di confondere Cim con Co dando luogo agli sviluppi
che si sono chiaramente indicati nel presente paragrafo 8.8. Noncisi e resi eviden-
temente conto che porre a priori E4; = % altro non comporta che calcolare il limite
cui tende, al crescere di EA, rispetto ad E4,, il carico limite, Fum, della struttura
~ reale. Posto pertanto:

Edy=p - Ed, 8.0
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quello che ¢ stato valutato altro non & che:

hm {Fllm) = Fﬂ

PR

ed il valore del carico limite, che interesserd conoscere per un assegnato rapporto
delle rigidezze definito dalla (8.f), resta incognito.

Ad ulteriore chiarimento di quanto innanzi precisato si riporta la seguente
soluzione approssimata del problema in cui si assumono come lagrangiane O

il

v = spostamento verticale del nodo B: ¥V =/

w = spostamento orizzontale def nodo B; W = w/i

e st adimensionalizza anche il carico ponendo:

P ¥
F—EA 8.z

L'unica parte dello studio di un certo impegno & quella relativa alla determi-
nazione della energia elastica W che si sviluppa fino al terzo ordine. La successione
delle operazioni & la seguente:

- si esprimono in funzione di v e w gli spostamenti assiali ¢ trasversali delle singole
aste cosi da utilizzare i risultati dell’esempio 4.5.1:

asta AB: Ar=—vc0s45° + wsend3®
An =+ vsend5® + wcosd5°
asta BC: Ap=—y
An=+w

si pongono tali valutazioni nelle prime due dejle (4.1).

L’energia potenziale totale assume allora la forma:

TmEAll[WIZ— (% +vl-w2w+-—21— w”—% “9‘3—71 W“ﬁz—% 77+
+—;-p($2-ﬁ2$)] - FI7 (8.0)
Da essa si traggono le due equazioni di equilibrio:
Ty=0 , T,=0 . (8.0)

Trascurando i termini di secondo grado, ovvero sviluppando T nella teoria del
primo ordine, si trova:

w2}
i
LS|

__F
7 = i
D

(8.0
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E evidente come, gid all'avvio del ramo naturale, si abbia inclinazione dell’asta
verticale (w # 0), e su ¢id si tornera in 9.5.4.

Proseguendo nell’indagine, e stante che vuole operarsi per p - ©2, nelle (8.1) st
trascurano tutti i termini di secondo grado non contenenti p ; con ¢id esse si sem-
plificano in:

e W - 4 - Pw Y=g
- _.?‘,ﬁ+ —.__.1_ g ®m
4 pyT T ewe =
Dalla prima si deduce:
Y=y (7)) = ‘: (8.n)
1+—=pF
V2
Questa valutazione posta nella seconda delle (8.m) da F:
FoMlg4p i ~Lpye (8.0)
4 4 - 2
l+——=pPW
V2

ed il ramo naturale & definito. Cerchiamone il valore limite determinando quello di
W che estremizza la (8.0}

o1

d

o = w3+3f wwgiz - 8;2xo 8.0)

.
ks

Quaiche valore numerico; w dalla (8.p), la si pone nella (8.0):
p=10" =  Fiu=03139
p=10' =  Fn=0,3351
p= 100 = Fu=0,3535 =F)

Ad integrazione della precedente soluzione analitica approssimata (7 fino al
terzo ordine) si espongono in fig. 8.9 alcuni risultati di una indagine numerica
esatta'’. Essi sono pienamente concordanti con quanto qui esposto; per p = 10, ed
& un rapporto di rigidezza tecnicamente significativo, risulta: Fin = 0,2528
1

242

contro il valore F, = == (),3535, con uno scarto per nulla trascurabile.

) D’Apuzzo M. e Augenti N.: «L'instabilith dei sistemi asimmetrici deforma-
bili». Atti Accademia Pontaniana, Napoli 1977,




105

FeF/E A

Curve per ¢ =10




CAPITOLO 9

LE EQUAZIONI DI EQUILIBRIO: LO STATO CRITICO

{Aldo Raithel e Nicola Augenti)
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9.1. Premessa

Il ramo naturale di equilibrio di una struttura & un pd come la linea
della vita sulla mano dell’'uomo. Ha un’origine, la configurazione C,, ed
un avvio certi.

In C, ¢’¢ stabilitd, e durante I"avvio anche (teoria del 1° ordine): poi
pud svilupparsi in pitt modi. Tranquilla e sicura: W ed % sono favore-
voli; con un destino ultimo segnato: W™ ed f*” ne sono triste profezia;
incerta: W ed £ danno premonizioni discordi.

Pot ¢’¢ I'imprevisto, & sempre in agguato, in ogni caso. Linee trasversa-
li pitt 0 -meno marcate, in taluni casi invisibill, inesistenti, in altrl nette ed
inequivocabili. Queste ultime, a volte, indicane un trauma profondo, ma
¢’¢ sopravvivenza, talaltra la fine, improvvisa. Cosi per "'uomo, cosi per la
struttura.

Nel campo strutturale il ramo naturale di equilibrio puo:

a} non intersecare alcun altro ramo di equilibrio: inesistenza di carichi criti-
ci;

b) intersecare un rame di equilibrio secondario ove esso ¢ stabile: il carico
critico esiste ma il comportamento post-critico & anch’esso stabile;

¢} intersecare un ramo di equilibrio secondario ove esso & instabile: ¢’

carico critico ¢d il comportamento successivo & instabile.

I casi a) e ¢} danno soluzioni definitive; sopravvivenza piena o tracollo
strutturale.

Il caso b) & il pili pietoso: ¢’¢ il pericolo di incontrare un secondo ramo
secondario che si diparte dal primo e, se ¢’¢ salvezza, ancora di nuovo; una
malattia dopo altra.

Nel caso b) c’¢ di peggio: si possono intersecare contemporaneamente
pil rami secondari, e sono i carichi critici coincidenti (o composti). Una
specie di polmonite doppia, per Puomo: difficilmente ci si salva. Alcuni
Autori, pardon dottori, dicono addirittura che la morte sia certa, fortuna-
tamente & stato dimostrato che non & sempre vero.

Nel caso b) & stato prospettato un altro pericolo: intersezione con un
ramo secondario in pendenza; qualcosa come: .... uno scivolone.

Quanti imprevisti nella vita di una struttura! Passiamo ad analizzarli.
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9.2. Punti di biforcazione e carichi critici

Le maggiori difficoltad per la individuazione di un ramo secondario
consistono nel fatto che, a differenza di quanto avviene per il ramo natura-
le, non se ne conosce a priori neanche un punto rappresentativo nello spa-
zio R™*', configurazioni-forza (Q; - F).

Occorre allora percorrere punto per punto il ramo naturale, indagan-
do sulle singole configurazioni Co, ¢ ¢io al fine di individuare quali di
queste risultino, eventualmente, del pari equilibrate su un ramo secondario.

In tale indagine si racchiude il problema della ricerca dei punti di bi-
forcazione e dei carichi critici; ad esso segue quello del tracciamento del
ramo secondario la cui esistenza ¢ stata individuata, Tale seconda indagine
& ben nota sotto la dizione: comportamento post-critico.

In un discorso puramente teorico, ¢ valgono i consueti esempi di casi
particolari, 'intero comportamento strutturale pud dedursi dalle equazioni
di equilibrio (8.4). Escluso, infatti, il caso in cui le coordinate siano tutte
attive a partire da C,, ed esisterebbe il solo ramo naturale (nessun pericolo
di biforcazione), gli eventi procedono come prospettato in 7.5.

Per F crescente da zero la soluzione, e quindi il ramo di equilibrio, si
sviluppa in un sottospazio R 71 ohe interessa solo v’ lagrangiane, e siano le
Qx, mentre le restanti N = n-#', e siano le O, si conservano identicamente
nulle {coordinate libere).

In via analitica cid comporta che le n equazioni si spezzino in due
gruppi. Le prime #’, poste eguali a zero le O, danno le Qy; le restanti n-’
sono omogenee nelle O; (ma contengono termini di tipo Qx O ¢ confer-
mano la possibilith che siano nulle le @y Se si tenta la soluzione del siste-
ma completo (sia Qi che Qs diverse da zero) questa risulta immaginaria.

Tutto cid fino ad un valore di F, e siamo alla biforcazione; la soluzio-
ne precedente (O ¥ O, Q1 = O) esiste sempre: & il ramo naturale che
prosegue, ma perdendo la sua stabilith. Anche il sistema completo ammet-
te ora soluzioni: queste, al variare di F, descrivono il ramo secondario,

Si pud proseguire lungo il ramo principale, ajutandolo a mantenere il
suo equilibrio, ma altre biforcazioni possono essere incontrate.

Si pud proseguire lungo il ramo secondario, ajiutandolo a mantenere il
suo equilibrio se necessario (ovvero se il comportamento post-critico & in-
stabile), ed anche qui nuove biforcazioni possono essere incontrate,

9.2.1. Esempio

L’asta di fig. 9.1 & assialmente deformabile. L’organo elastico in B si oppone
alla rotazione con rigidezza k.

Si richiede lo studio compieto del sistema assumendo come lagrangiane lo
spostamento orizzontale w e la rotazione ¢ dell’asta come in fig. 9.1.
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Fig. 9.1

Mentre la lagrangiana ¢ descrive in modo compiuto la deformazione delf’or-
gano elastico in B (s = ¢) ¢id non accade per la lagrangiana w: essa descrive infatti
'accorciamento dell’asta solo nel pre-critico.

Detta /' la lunghezza 4”8 a deformazione avvenuta tale accorciamento dovri
allora valutarsi in via generale come:

e 3 s
Al=1"-1  con "=\ 44" + 4B ={-w)\V 1+
(9.a)

Volendosi operare con notevole accuratezza, E.P.T. espressa fino ai termini
del 4° ordine, occorre valutare con tale precisione la energia elastica W e, come
noto, & richiesto allora lo studio delle deformazioni fino al 3° ordine. Operando in
tal senso risulta:

1+ g% = 1 *fr—;- gl - %—zgﬂp + o=

- 1 d 5 L 15 ¢ -
—1+2(¢+3¢+...) 3(¢+3¢+...)+..._
SRR S
—-i+2<p+24cp+...
A={l-wi4 b+ )=t L -t
( )( 29 T ) Tl T e
(9.b)
Si ha quindi:
1, s VE4 .,
T-—quo +2 lAI Fw =
__mlm 2 _I_E_fi T 2 _L: 4 F I
——quo-i—ZI(w !w<p+4!<p+w<p} Fw
(%9.0)
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Nell’utilizzare la {9.c) procederemo con diversi gradi di approssimazione per
mostrare come la ¢ualita della soluzione sia legata all’ordine dei termini
considerati:

1. TEORIA LINEARE

Dovendosi esprimere la deformazione fino al 1° ordine, scompaiono neila
(9.b) i termini quadratici e nella (9.} i termini di ordine superiore al secondo. Le
equazioni di equilibrio porgono:

Ty =§I£w - F=0
(9.d)
To = ke = 0
La prima fornisce il ramo naturale:
L FL
EA 9.e)

la seconda, ¢ = O, dichiara l'inesistenza di un ramo secondario.

2 TEORIA DEL 2° ORDINE

L’espressione di A/, (9.b), va considerata fino al termine di secondo grado;
quella della E.P.T. & applicabile fino al terzo. Le equazioni di equilibrio s
SCIiVORO:

Twm-E—fi- w——%EA o = Fe=0

0.5
To=ko~FEAwe =0

Il ramo principale (9.e) viene confermato. Oltre la soluzione ¢ = O appare ia
soluzione ¢ 7 O resa possibile se:

K
EA

W = Wenie =
Tale valore posto nella (9.e) di il valore critico

k
F o= T == Fcrit (9g)

in condizioni di indifferenza (¢ qualungue).
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3. TEORIA DEL 3° ORDINE

Vale questa volta la (9.c) in cui si & considerata la AJ espressa fino al 3°
ordine’".

Le equazioni di equilibrio questa volta sono: '

EA 1 k4

Tu ==7w ~— EA ¢ +=w ¢ -F=0
nmk(p«k%EAw?—EA(pw—r—gfi«ww: 0 (9.h)
Introdotte le adimensionalizzazioni:
s=t ., F=L E=gn ©0.4)
esse si riscrivono:
w —-—;—- QWP =F

(9.)

Per ¢ = O si ritrova il ramo naturale (9.¢} che questa volta si esprime
sinteticamente:

w=F 9.

Volendosi ora individuare il ramo secondario, ¢ # Q, si ricava dalla seconda
{9.ix i _

S =W -k (9.m)

che posto nella prima (9.) fornisce Pequazione:
2w+ 3 W -2k W +Ek=F 9.0)

Tale ramo prende vita per ¢ = O ¢ quindi per il valore di w che annulla la
{9.m). Si trova facilmente:

W = W :—;_(1 -1 -4%) {9.0)

in cui si & scartata la radice priva di significato fisico w>1).
Posta [a (9.0) nelia {9.1) si ha il valore critico:

Fa=w m-éw(l-—\/ 1-4%) ©.p)

" Nella (9.¢) si sarebbero potuti inserire anche i termini del quinto ordine,
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Qvviamente le (9.p) assumono senso solo se:

k< —j{- (9.q9)
Il significato di tale limitazione & a ricercarsi nel fatto che una asta molto
comprimibile, e si ricordi la definizione (9.k) di k, non potrd mai instabilizzarsi. Al
diminuire, infatti, della sua lunghezza decresce il denominatore della (9.g) ed Four
aumenta; pud dirsi in breve che F, da cui dipende la effettiva lunghezza, insegue
Fe ¢ tale inseguimento non da risultato se la (9.q) non & soddisfatta'’.
Volendo infine porre la seconda delle (9.p) in modo confrontabile con la (9.g)
si rinuncia alla adimensionalizzazione e risuita:

Fenr = EA m= ; 2k (1 =y 1 —dk )mmg(k) (9.0

Nella seguente tabella sono consegnati alcuni valori della “funzione corretti-
va” g (k) al tendere verso la rigidita assiale (E4 - o0, k — O):

= 0,1000 00500 00100 00050 00010
g= 11270  1,0557 10102 10051 1,0010

Per & — O la funzione correttiva assume il valore uno e la (9.g) viene ritrovata.

9.3. Anulisi locaie

La precedente metodologia & estremamente pretennosa e, conseguen-
temente, complicata. Seguendo essa si vuole studiare, tutto insieme, il pro~
blema dell’ethbrw elastico di una struttura: ramo naturale € rami secon-
dari. Come pil volte accennato conviene spezzare l'intero problema in pili
fasi:

- determinazione del ramo naturale, ed & gia stato fatto al capitolo 8. I
risultati dello studio si danno per noti;

- individuazione dei punti di biforcazione e dei relativi valori dei carichi
critici. Si di qui per certa la loro esistenza;

- indagine sul comportamento post-critico, tesa principalmente alla indivi-
duazione della qualitd dell’equilibrio sul ramo secondario.

L’intera ricerca, cosi frazionata, assume caratteri di maggiore fattibili-
ta ed i risultati diventano perseguibili. Essa ¢ localizzata nell’intorno dei
punti di biforcazione, che si trovano sul ramo naturale (olftre che beninteso

{1 Nel problema reale della trave il gioco delle rigiditd assiale e flessionale &
sempre tale che il carico critico vero & prossimo a guello ottenuto per £ = o ¢
dunque I'attuale problema non sussiste.
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sul corrispondente ramo secondario) e pud utilizzarsi la E.P.T. nella forma
“locale” discussa nel capitolo 7.

Questa, poich¢ si parte da una configurazione di equilibrio e si annulla
la (7.14.a), si scrive:

T= LS(I} —- LF{Z) 4+ @A @(3) + @(4‘) — AF g(l} +_f(2) ) (91)

Ricorderemo che in essa il passato della struttura, ovvero I'influenza
di quanto si ¢ verificato fino alla situazione che si considera (configurazio-
ne di riferimento C; coincidente con la configurazione di biforcazione Cb),
& contenuto:

_ nel lavoro Ls? che gli sforzi preesistenti S; compiono per la deformazio-
ne conseguente alle g; che si assumono nullein C:= G5

nella geometria assunta dal sistema in €. = C, che pud, eventualmente,
confondersi con guella iniziale in C, (variazioni Euleriane),

- nel lavoro L che le forze preesistenti F, compiono per gli spostamenti
conseguenti alle gi . :

Gli altri termini, tutti dipendenti dalle sole ¢; esprimono ovviamente i
futuro, ovvero quello che pud accadere oltre la biforcazione.

Prima di proseguire nell’indagine osserveremo che alla configurazione
a partire dalla quale risulta espressa la (9.1) sono state gia date due attri-
buzioni definitorie:

- confignrazione di riferimento: C;,

- configurazione di biforcazione: Cb,

che identificano una particolare configurazione di equilibrio, C., del ramo
naturale. Riallacciandosi a questo punto al discorso svolto nel paragrafo
7.5, suddivisione delle lagrangiane, pud darsi alla configurazione esamina-
ta anche la definizione utilizzata in tale sede:

- configurazione di frontiera: C.

Nel prosieguo si indichera pertanto 1a configurazione esaminata indif-
ferentemente con C, Ch 0 C pteferendosi la ultima notazione, sopralinea,
in quanto essa consente, senza complicazioni di pedici, di contrassegnare
in modo identico forze, F, sforzi, S o qualunque altro ente che si intenda
valutato in corrispondenza di essa.

9.4, I punti di biforcazione

Se si suppone di porsi in un punto di biforcazione, C:= Cy= C, che &

in realtd incognito sia come configurazione geomeirica che come vettore di

carico F, vanno poste, per la sua identificazione, le condizioni che esso sia

parimenti equilibrato:

- nel sottospazio definito dalle lagrangiane gx che - identificano il prosieguo
del ramo naturale (e questo & descritto tra Co € C dalle coordinate attive
Oy di cui le gi sono gl incrementi a partire da C);

- nel sottospazio definito dalle lagrangiane g, ove & sito Yavvio del ramo
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secondario che interseca in € quello principale (lungo it quale erano nul-
le Ie O e lo sono del pari i loro incrementi g).

Poiché il primo equilibrio & soddisfatto per ipotesi, occortrera, per
soddisfare il secondo, estremizzare la (9.1), per AF = 0, solo rispetio alle
qi. Poiché si opera in un intorno limitato di C, ricercandosi solo il punto di
avvio del ramo secondario, possono trascurarsi le quote infinitesime di
ordine pil elevato assumendo:

T == Tti) — LS(2) - LF(Q) + (D(Z) (92)
e scrivendo quindi le equazioni, EQUAZIONI DELLO STATO CRITICO:

drt?

- Tlm — (LS(2] —- me + (I,(Z))’ (9.3)
dq;

In merito a queste va osservato, in primo luogo, che esse contengono
Pincognito valore di F (il carico critico) in L'”) ed L& cosicché, per le ¢
considerate (ovvero per il modo deformativo che esse descrivono), bastera
che sia non nullo uno solo di essi (e riesce di solito non nullo L&),

Va in secondo lnogo considerato che la valutazione dei singoli termini
della E.P.L. (9.2) & pensata eseguita a partire da C. Per essere questa a
priori incognita, e per determinarla occorrerebbe conoscere F, si ricorre
all’ipotesi di considerare geometricamente quasi coincidenti C e C,. Cid
conferisce il carattere di “approssimato” alle determinazioni ed un qualche
accertamento sull’errore introdotto andrebbe eseguito; dal confronto con 1
risultati “corretti” sembra comunque che, nei casi reali, esso sia trascurabi-
le ed a vantaggio di sicurezza (carico critico “vero” maggiore di quello
determinato nell’ipotesi adottata). Non & escluso, comungue, che possa
procedersi in via iterativa utilizzando il valore F dedotto partendo dalla
geometria di C, per valutare C ¢, da questa, una nuova F fino alla quasi
coincidenza di due valori successivi.

Tutto cid premesso, si procede ora nell’esame delle equazioni dedotte
e dei risultati cha da esse possono trarsi.

9.5, Le equazioni dello stato critico

Il precedente sistema di equazioni & lineare omogeneo nelle ¢ ¢ con-
tiene il valore di F, per cui si ha biforcazione, nei termint:

1 %dato che gli sforzi § devono pensarsi funzioni note di F;
L%in modo esplicito;

e di tali termini, affinché biforcazione esista (g ¥ O), dovra esisterne per-
lomeno uno diverso da zero.
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Per chiarezza di discorso porremo nel prosieguo:
w-n=N ed le[l, N] {9.4)

e scriveremo la generica equaziong (9.3) nelia forma esplicita:
@i =ba FYqi+ .. (@~ b FY gt (e — b F) gy = O (9.5)

in cui ovviamente i coefficienti 4. (costituenti la matrice delle rigidezze)
trovano la loro origine in ® e quelli &, (costituenti la matrice instabiliz-
zante) nei termini ove appare F™.

La richiesta di una soluzione non nulla (o diversa da quella banale
g = O) impone che si ponga:

Alas—bsF | =0 (9.6)

Tale equazione (equazione secolare) fornisce i valori critici dei carichi
(0 autovalori} e quindi i punti di biforcazione. Tali N = n-#' valori si
diranno: _ .
Fio.. Fo.. Fy (9.7)

e, tra essi, ci soffermeremo usualmente solo su quello pil piccolo cui riser-
veremo Pappellativo di critico. Se nella (9.7) si & proceduto ad un ordina-
mento per valori crescenti sara:

Fcn't = I?I (9.8)

Notoriamente il soddisfacimento della (9.6) comporta che se una delle
sue radici {autovalore) viene posta nel sistema (9.5) una delle equazioni
perde la sua indipendenza; dalle restanti possono trarsi infinite soluzioni
proporzionali tra loro (autosoluzioni o autovettori). In altri termini, assun-
ta come pilota una generica gi, tutte le altre potranno porsi come ¢, = v, i

Con dizione geometrica, vedi 2.3, diremo che ad ogni autovalore F,
corrisponde, nell’intorno del punto di biforcazione che esso individua, un
canale di deformazione (canale r-mo).

Lungo tale canale puo svilupparsi per F = F, la deformazione del si-
stema o meglio, trattandosi di un intorno infinitesimo, la tendenza della
deformazione nel punto. Il punto rappresentativo C si allontana da C,
spostandosi “Inizialmente’ nel piano F = F, = cost, seguendo un canale di
deformazione cosi come mostrato indicativamente in figura 9.2: in essa la
rappresentazione riguarda necessariamente il caso di due sole g;.

Tale situazione & nota come di INDIFFERENZA DELL’EQUILIBRIO
allo stato critico.

™ Avendo confuso geometricamente C, ¢ C la matrice delle rigidezze (|ax]),
legata a ®", coincide con guella corrispondente a W*; mancato aggiornamento
della matrice.
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U I
F=0
PIANOD
F=0 .~
e
Fig. 9.2

Ovviamente in figura tutto quello che rignarda il pre-critico (ramo
paturale di equilibrio) non & rappresentato sviluppandosi nel sottospazio
R™! FQy; in termini di F tale sottospazio & compreso nell’intervallo:

FelO,F]
¢ ivi pud essere immaginato.
Nel concludere si dird che nella precedente descrizione si sono anche

accennati gli sviluppi possibili dei rami secondari anticipando le due eve-
nienze di ramo secondario stabile §, 0 instabile 1.

9.5.1. Esempio

Si considera quale primo esempio il semplice sistema di fig. 9.3 gl compiuta-
mente esaminato nel precedente esempio 9.2.1.

|
&
{
|
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A k
F EA=00 |
Lad E ‘:\ \,P/\/ — B
Al -
- —
le ! o
Fig. 9.3.

Peressosiassume g==¢ = f= w=[(1- cosyg)
9‘72 2
Operandosi nel 2° ordine sary:  cos @ = i—“? = W= f’%"
Va osservato che Pipotesi di inestensibilith porta a trascurare 1o spostamento
pre-critico del punto A: '
Fi
Q R

EA

la cui esistenza non pregiudica I'equilibrio, pur confondendosi C con C, e dando
quindi luogo a imprecisioni, poiché comunque F passa per il punto B.

Detta ipotesi di inestensibilitd comporta anche che nelia deformazione post-
ctitica non vi sia alcuna variazione di lunghezza dell’asta cosicché & nullo 5 e con
esso il lavoro che lo sforzo normale S = N = F compirebbe per esso:

1P=557=0.

La (9.1) si scrive:
TD)=~—LF€2’+<I>(2}~““W—FW‘2’+fIDm:

N SR

= 2l'I“q:» +2

Derivando ed eguagliando a zero si ottiene:

k &

LFet ko=((k-1F)e=0
La soluzione banale ¢ esclusa per:

k—IF=0 = F:Fc,,-;:“?"

9.5)

La metodologia operativa adottata, in cui si & trascurata la deformazione pre-
critica, & quella nota sotto il nome di variazioni euleriane. Essa comporta una
valutazione approssimata di F.. come risulta dal confronto col valore (9.r) dedotto
nell’esempio 9.2.1.
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Tale metodologia & comunque accettabile, e nei casi reali & di fatto impossibile
far di meglio, solo se Pequilibrio pre-critico sussiste anche quando la struttura si
pensi deformata.

Quando ¢id non sia, ¢ lajsituazione di partenza assunta & in realtd squilibrata,
i risultati ottenibili sono erronei. Tale errore & non solo quantitativo ma, purtrop-
po, qualitativo e porta a confondere un problema di carico limite con uno di “cari-
co critico asimmetrico™ (vedi 8.6, 8.8 ed esempio 9.5.5).

9.5.2. Esempio
St fa riferimento allo schema di figura 9.4 per il quale valgono integralmente le

valutazioni e le considerazioni svolte nell’esempio precedente.
8i costruisce immediatamente la forma:

TH = M:iwll" (o’ + @) + “é"“k @ +%k (02 — o) 0.0
K K
F A EA= co g% EAzo0 %
> Bl -
A—-H'— ;- 1
=
//
| W= W+ Wo
L 1/2 , /72 ;
! o '
Fig. 9.4,

da cui si traggono le equazioni dello stato critico:

=2k —%F!) @ ~ ks =0

¥ = = kept +(k-~é—Fl)cpz=O

L’equazione secolare si scrive:

FD-6kFD+4=0
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ed i carichi critici (due gradi di libertd, due carichi critici) valgono:

Fo= 0,76393';— Py = 5,2362—’;-

Il primo valore posto in una delle due equazioni di equilibrio individua il
canale di avvio post-critico:

@12 1,6180 ¢y,

dove il primo pedice individua Fi, il secondo le lagrangiane.
Al secondo valore, F, corrisponde il canale:

@, = - 0,6180 ¢,

Si considererd esplicitamente solo il pili basso valore di F ed il canale corri-
spondente ponendo:

L3

Feir = 0,7639 ]

w2 = 1,6180 ¢

9.5.3. Esempio: la trave di Eulero

Con riferimento alla consueta rappi‘esemazione di figura 9.5. si ipotizza una
deformazione inestensionale in cui le ¢; (vettore ad infinite componenti v (z)) siano
rappresentate dal canale considerato nelf’esempio 2.4.2:

WE

v {z) = vi sen 7 @2.q)

EA= o0 E|=cost

oy W -
B~ o
w(z)
L l

} .

Fig. 9.5.

per il quale ¢ stato gi calcolato lo spostamento (vedi ivik:

2
w = w? =% Vv (2.1)
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Calcoiando & si ottiene:

4
o® m%[jv”z dz = ‘E{ R jsenz yfdz 2

2% r*
i 1
4 4 4
_ Er 2+ 2 1T_2' 'JT_Z kig .EI 2__1_w'JT EI 2
275V J“’" I d(z ]" 207V TR
i
e pud scriversi allora Ia E.P.T.:
T = F oy 4 P —f’i v +7T4 EIwz
477 T 4P
ed & individuato facilmente:
2
EI
Fcril Trlz

in conformitd del valore noto.

9.5.4. Esempio ..... erroneo

Alcuni Autori hanno ritenuto che la struttura di fig. 9.6 potesse essere studiata
direttamente allo stato critico, come nei casi precedenti, trascurando la deforma-
ziotie gid avvenuta, il che equivale a porre EA: = o° cui corrispondono gli sforzi
Si= 0, Sy=F.

B
3
- 9
(, o
® & @ 51
c
A T Fi152
L v
a) c)

Fig. 9.6.

Cid & del tutto erroneo perché un accorciamento dell’asta 2, e sia v, comporte-
rebbe il cinematismo di fig. 9.6.b e I'equilibrio non pud ivi sussistere con:

S;=0, S;‘,=F
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Deve necessariamente essere (fig. 9.6.c)

S %0, Sy F

il che esige deformazioni elastiche gia in atto in tutta la struttura.

Il caso rientra in quelli definiti di equilibrio di 2° specie (vedi 8.5) ed esibisce un
carico limite sul ramo naturale di equilibrio.

Il caso in esempio & quello “classico™ che ha creato Pequivoca nascita dell’ine-
sistente carico critico asimmetrico F, (stabile - instabile), sostitutivo dell’effettivo
Fri, di cui detto in 8.6,

Se, nonostante i precedenti avvertimenti, si svolgesse 'esempio nella ipotesi
EA» = 0, & lo si propone come esercizio, si troverebbe:

P = EA,

5

Il vero carico limite verrd determinato nel successivo esempio 10.6.1 ove si
leggera, per EA/EA, — oo,

Fim — 0,35 Ed,

9.5.5. Esempio ..... erroneo e svolto

Si riconsidera I’arco ribassato dell’esempio 8.4.5, figura 9.7, per cui si ipotizza,
nel 1° ordine, una rigidezza infinita delle aste {(£4 = o),
Gl sforzi che nascono nelle aste stesse valgono, fig. 9.7,

1 Fl

o

sen o Wémg

=£
2

e cid per il presupposto forte ribassamento della struttura,

Fig. 9.7.

Le equazioni dello stato critico (9.3) si riducono ad una (le lagrangiane ¢ sono

rappresentate da v} T
- — (LS€2) — LF(ZJ)V e ‘I,V(Z} = (0

e devono esplicitarsi i vari termini in essa conteqnuti:
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L2 - Glisforzi S sono noti; la corrispondente deformazione 5 dei 2° ordine altro

non & che la variazione di tunghezza Al delle aste espressa nell’esempio

4.5.1.:
1o

; )
Al 2 1

Essendo lo spostamento Ar normale all’asta espresso proprio da v, e tenuto
conto.che gli sforzi § sono negativi (compressione), mentre AI® ¢ definito
positivo, risukta:

F
L) = E N
3 28 4Al1 3 hv
1% - Non esiste una quota del secondo ordine di  f=v  {f D=y, fP=0)
L?=0

& . Lo spostamento nella direzione delle aste &

Ar= Al = v 1ga =-?~;*z“

& pertanto

EA AW EAR 2

2 = =
® Y &

A sostituzioni effettuate equazione critica porge:

2
e

ed, esclusa la soluzione v = O risulia:

3
_2Edh o)

Fv-—-—l;'~"""

1l valore trovato & ovviamente privo di ogni significato “critico” data la non
liceita di trascurare la deformazione pre-critica come risulta chiaramente dal fatto
che gli sforzi S non sono in equilibrio, in tale fase pre-critica, sul sistema deforma-
to. Cid accadeva invece negli esempi 9.5.1, 9.5.2 € 9.5.3 che sono, per tale motivo,
validi.

La (9.u) di in realtd quelio che si ¢ indicato in 8.6 come carico F;, ovvero una
limitazione superiore de! carico limite studiato in 8.4.5 Nel caso considerato &:

EAW EAR
171;;,1:0,385—-1‘4‘?" << F,,ﬁZW"""ls—"

¢ la limitazione trovata & priva di ogni significato pratico.

[
|
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9.6. Normalizzazione, diagonalizzazione e coefficienti di stabilita

Quanto segue ¢, al momento, di rilevanza nulla sotto Paspetto applica-
tivo e viene qui trattato per fornire ad:un tempo: -
- una pausa di riflessione;

- una suggestiva visione d’insieme;
" - un quadro storico piti completo;
- uno strumento per futuri sviluppi.

Cosi come con riferimento alle (; si sono definiti in 2.3 la norma e
'orientamento del vettore di configurazione, avente origine in C,, analo-
ghe valutazioni sono possibili per il vettore locale di configurazione ¢ di
componenti ¢

Avendo al momento, stato critico, considerato diverse da zero, tra le
s, solo le ¢ sard:

lgll=n=(g¢)?
y =t
n {9.9)
e le (9.9) esprimono, come gia detto, "avvio post-critico pet F = F..

Se in particolare si assume n = 1, e sard -y, = g, si dird che il “modo
deformativo™ connesso ad Fen: & stato normalizzato; cio equivale a dire che
’esame nell’intorno di C = C, pud pensarsi sia stato condotto sulla super-
ficie di una sfera unitaria di centro C = C} (e di raggio unitario si, ma
piccolissimo; intorno del punto).

Di maggiore rilievo, i coefficienti di stabilita.

L’equazione secolare sia stata risolta: per ogni autovalore F, sia noto
lautovettore corrispondente ¢, (0, con maggior significato fisico il “modo”
deformativo corrispondente).

Foo s g lqs, @oz oo Qor o @un] T e [1, N] (9.10)

Essendo note le F, sara sempre possibile sostituire al set di coordinate
lagrangiane considerate, ¢, un altro set di variabili indipendenti, e siano u:
tale che il sistema di equazioni lineare completo (9.5) si spezzi in N equa-
zioni disaccoppiate ¢ siano:

(cw—du FYur = O reil, N] (9.11)
Le radici della (9.11) sono ovviamente:

T LCer

r -
e

con rell,N] (9.12)

e cioé la successione di carichi critici gia noti,
L’operazione che ha tramutato le (9.5) nelle (9.11) ¢ una trasformazio-
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ne lineare e ciascuna delle nuove variabili, u,, sostituisce, o meglio, esprime
un intero “modo” deformativo, quello corrispondente ad Fo. _

Quando uno dei contenuti delle parentesi (9.1 1) si annulla, ed ¢ F = £,
ta corrispondente u si attiva; i coefficienti:’

hr = (Cn' - dn’ _F) (9.13)
sono i COEFFICIENTI DI STABILITA.

Riepilogando:
se esistono N gradi di libertd, la struttura ha N modi deformativi (canali)
privilegiati; questi sono descritti da N coordinate u, (coordinate principali).
Ciascuno di detti modi si attiva, e cid vale sempre solo in un intorno infini-
tesimo di C = G, quando, percorrendo il ramo naturale, si attinge il valo-
re F, del carico.

Lutilita di guanto precede, fatto salvo P’aspetto concettuale che & no-
tevolissimo, &, come detto inizialmente, del tutto inesistente.

Modi privilegiati (0 principali) € cotrispondenti variabili principali,
nonché coefficienti di stabilita, sono costruibili solo a posteriori OVVero a
problema gia risolto (si fard riferimento alle coordinate principali nello
studio del post-critico; capitolo 10).

9.6.1, Esempio

Nel caso gid svolto in 9.5.2 51 operi con Pottica del presente paragrafo.

Nello studio precedente sono stati individuati i carichi critici del sistema ed i
corrispondenti canali critici.

Effettuata per entrambi la normalizzazione (eliminazione della indetermina-
tezza imponendo: Seb = 1), risulta:

i

Mopo1l Fi= 0,7639k/1 = 0,5257 @2 = 0,8506

il

MODO2 Fo= 52362Kk/1 oy = 0,8506 @32 = -0,5257

Le coordinate “principali” vengono costruite ponendole nella forma generale
(appaiono le ¢ invece delle attuli @)

=3 gu qi (9.14)
ovvero operando una trasformazione lineare retta dallo Jacobiano | g, L

Cid nel caso in esame dd luogo al sistema:

u; = 0,5257 @1 -+ 0,8506 ¢

(9.v}

ty = 0,8506 @ 0,5257 [7:7]
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e si vede come ciascuna coordinata principale u contenga un intero “modo”
deformativo.

Operando la trasformazione inversa, ovvero risolvendo Ie (9.v) rispetto alle ¢,
si trova: ;

@, = 0,5257 u, + 0,8506 u,
w0 = 10,8506 u, ~ 0,5257 u,

Ponendo queste nella espressione (9.t) della E.P.L. tale forma quadratica risul-
ta “diagonalizzata”, perdendo perci® i termini misti (prodotto ¢, ¢,), e diventa "'

T = —%1 F o’ + w) -+ —;—k (03819 us® + 2,6176 Yy  (9.2)

e le equazioni di equilibrio, ormai disaccoppiate, sono:
T,® = (~0,5000/ F + 0,38195) u, = O
% = (—0,5000/ F -+ 2,6176k) uy = O

I contenuti delle parentesi sono i COEFFICIENTI DI STABILITA e, dal loro
annuilamento, si ritrovano i carichi critici di partenza:

Fi=0,7639 k/! Fy = 52362 kst
col che si chinde una tautologia.

Nel concludere ripeteremo ancora una volta che lo studio dello stato

critice non trae alcun vantaggio da operazioni come:

- normalizzazione;

- diagonalizzazione;

- costruzione dei coefficienti di stabilitd;

ma che di contro:

- la ricostruzione a posteriori ¢ estremamente chiarificatrice;

- la introduzione dei “modi deformativi” consente, come in dinamica, la
facile costruzione di una qualsiasi possibile configurazione;

- la identificazione dei modi con canali di deformazione privilegiati & mol-
to significativa.

11 peccato & che questa operazione non pud farsi a priori ma quando si & gia
risolto il problema.
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9.7. I sistemi ad un grado di liberta: osservazioni

Pur nella inesistenza in ambito strutturale di sisterni cosl caratterizzati,
la loro importanza nei problemi di stabilita def’equilibrio & stata ed &
sempre molto elevata.

Sotto l'aspetto didattico ed esplicativo essi introducono il problema in
molti testi; sotto 'aspetto applicativo ad essi molto spesso ¢l si riconduce,
e bastera citare TIMOSHENKO per ricordare quanti utili risultati possono
ottenersi con tale modalitd operativa.

11 grado di libertd di cui si parla & naturalmente rappresentativo di
quanto pud accadere a partire da! punto di biforcazione, e qui si parlera
del solo valore del carico critico, cosicché il pre-critico (ramo naturale) &
del tutto ignorato e sostituito da una ipotesi di rigidita (o indeformabilita)
che lo fa coincidere con Iasse delle F. In altri termini viene supposto che
all’atto della biforcazione la configurazione di equilibrio, C, occupata dal
sistema sia ancora geometricamente coincidente con Ca (variazioni Eule-
riane).

La lagrangiana che si attiva in tali condizioni si dird, in conformita
con la simbologia attuale, g, ¢ la energia potenziale che compete a configu-
razioni site nell’intorno di quella di biforcazione ¢, concettualmente, quella
tocale:

T=Ls+ ®—Lr (9.15)

dove F ¢ il valore del parametro di carico in C.

Nella discussione che si conduce sulla quota di ordine pill basso di T,
1a T pia considerata nella (9.2), potra trarsi in evidenza Fsia da L che
da L% e, detti Ts" ed T2 = ' valori assunti da tali quote energetiche
per F= 1, scrivere: -

—

7O p (Lsm - IZ}‘”) + ® (9.16)

Essendo la (9.16) quadratica in g essa assume la forma esplicita:

T = (a~bF)g 9.17

dove si sono indicati rispettivamente con @ ¢ b i valori assunti da & ¢ dal
coefficiente di F, intrinsecamente negativo, per ¢ = L.

Si ha allora che annullare la derivata di A1 (rendere estrema la fun-
zione), equivale ad annullare la stessa T cosicché Pequazione critica viene
spesso posta come:

TW =0  inveccdi TP=0 (9.18)
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avendosi comunque:

_a CI)(ZJ
Foe = 5 T m 9.19)

La (9.19) ¢ la formulazione di TIMOSHENKO pili volte ricordata che
si utilizza riconducendo un sistema con pitt gradi di liberta ad uno s0lo,
prefissando un plausibile canale di deformazione, ovvers i mutui rapporti
tra le lagrangiane (v. esempio 9.5.3 con g = vy),

In merito alla prima delle (9.18) va osservato che essa ha dato luogo a
pitt di un equivoco perché la sua validit, piena ed assoluta nel caso di un
grado di libertd dove la unica ¢ rappresenta proprio il canale critico, &
stata spesso indebitamente estesa al caso generale affermando che nell’in-
torno di € & nulla la 7%, Cio non ¢ assolutamente vero dato che a tale
nullita si perviene solo lungo i canale critico; per qualsiasi altra variazione
di configurazione, secondo direzioni diverse, sara invece 7% % .




CAPITOLO 10

LE EQUAZIONI DI EQUILIBRIO: I RAMI SECONDARI

(Aldo Raithel e Nicola Augenti)
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10.1. Premessa

Il presente capitolo ¢ il naturale sviluppo del precedente; supposti noti
punti di biforcazione e carichi critici, si ricercano i rami di equilibrio pas-
santi per tali punti.

NelP’ottica in cui I'intero problema dell’equilibrio elastico si & spezzato
in tre parti:

- ramo principale,

- stato critico,

- ramo secondario,

si & all’ultima fase. Questa & senza dubbio la pid delicata ed & stata indaga-
ta, sistematicamente, solo negli ultimi decenni.

Per un lungo periodo, infatti, e si & comunque in epoca recente, lo
STATO CRITICO ha costituito, nell’ambito strutturale, Panalogo delle
Colonne d’Ercole nei problemi di navigazione del mondo antico: un limite
dal quale era opportuno tenersi molto discosti. Salvo che per i pitlt iniziati,
vigeva il MITO DELL INDIFFERENZA consistente, in effetti, nel timore di
avvicinarsi ad una configurazione del sistema a partire dalla quale potesse-
ro instaurarsi spostamenti arbitrariamente grandi {indifferenza = non
ritorno).

Tale timore, sotto ’aspetto operativo, si traduceva nell’adozione di un
elevato grado di sicurezza.,

Nella continua esigenza del leggero ¢ dell’esile, e la tecnologia costan-
temente favorisce ed impone tale tendenza, una migliore conoscenza del -
pericolo reale si & resa sempre pilt necessaria e cid al fine di quantificare in
modo pill ragionato proprio il grado di sicurezza.

Fermo restando che & praticamente da escludere Pipotesi di una strut-
tura progettata in modo da “lavorare” nel post-critico (ovvero che percor-
ra un ramo secondario), e cid perché anche ove teoricamente possibile, si
verificherebbero spostamenti di certo inaccettabili, informazioni sul “cosa
avverrebbe se ....” sono peraltro fondamentali.

Tali informazioni possono dedursi, ovviamente, proprio dal traccia-
mento dei rami secondari, ma le complessith di calcolo, al di Ia di facili
esemplificazioni, vedi 9.2.1, sono di fatto insormontabili.

In via pili limitata, di tali rami secondari pud prendersi in esame solo




134

un piccolo tratto, quello neli'intorno del punto di biforcazione, o stato
critico, € ticercare ivi le sue proprieta o, meglio, la caratterizzazione dell’e-
quilibrio, stabile o instabile, che lungo esso si instaura.

Nel primo caso, stabilita, & assicurato che dopo Fe possa ancora aver-
si una AF> O e cid & tranquillizzante: si pud erodere il “grado di sicurez-
42 ed avvicinarsi maggiormente ad Fonr.

Nel secondo caso, instabilitd, & certo che si evolvera una deformazione
per cui debba essere AF < O per conservare Iequilibrio; cid & inaccettabile
ed occorre premunirsi dal pericolo con un maggiore ailontanamento da
Foir: il generico “grado di sicurezza” deve essere pil elevato.

10.2. 1l ramo secondario

Nel prosieguo, fermo restando la generalith della discussione, faremo
esplicito riferimento al primo punto di biforcazione, F = Fea, € pertanto
alla configurazione € dove il ramo naturale interseca il primo ramo
secondario.

In tale ottica riguardiamo il problema dell’equilibrio elastico nella sua
completezza, ovvero come & stato posto in (9.2), ¢ scriviamo le equazioni
di equilibrio (8.4) neil’ipotesi di avere adottato una teoria di ordine tale da
conferire piena significativita ai singoli termini. In via esplicita anticipere-
mo che occorrera giungere almeno fino al quarto grado nelle lagrangiane:

w4+ wP L —F(P AP+ =00 Viellnl
(10.1)

Affinché esista biforcazione non tutte le Q) saranno attive dall’inizio,
F= 0, ma procedendo con continuitd, ovvero per F crescente a partire da
tale valore, se ne attiverd solo una parte ¢ sia #” i loro numero; tali lagran-
giane verranno indicate con Qrove k=1 ... n"

Pervenuti ad F si attiveranno anche le restanti N = n-n’ lagrangiane,
ovvero le coordinate libere in precedenza nulle; esse siano le Qi ove
I=1..N

Le # equazioni (10.1) si potranno separare nei due gruppi:

WP+ WO+ o~ F(LO A+ P+ )=0  Vkell,n]
(10.2)

w4+ W+ —F (PP =0 Viell,N]
(10.3)

Nelle (10.3) saranno ovviamente nulli i termini costanti f; 9 altrimenti
si presenterebbero come le (10.2), e si tornerebbe ad un problema unitario
per mancanza di coordinate libere.

Risultando per tale motivo le (10.3) omogenee nelle O (e cloe costitui-
te solo da termini contenenti potenze delle Q) e prodotti, di vario grado,
del tipo O Q) esse consentono, per F qualunque, la soluzione G = O.
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Posta questa nelle (10.2) si ha un sistema nelle sole O, la cui soluzione:
O (FYy+# O o x 9] per F = 0O (10.4}

da luogo al ramo naturale (o principale) di equilibrio. Se si tenta, per F #
F, una soluzione del sistema completo, (10.2} + (10.3) = (10.1), che si
diparta dal ramo (10.4), essa risulta impossibile. Solo quando si sia rag-
giunta la configurazione ', ed F ivi attinge il valore F, la caratteristica di
immaginarieta della soluzione completa viene perduta.

Si attivano le coordinate (1 e si rende possibile, olire 1a (10.4), la
soluzione:

O (F)# O O F)# 0 per F# F, (10.5)

costituente il ramo secondario che va percorso facendo variare con conti-
nuitd Fa partire dalla “origine™ F = Fy, (il ramo naturale si evolveva dalla
“origine” F = 0).

Se tale ramo, nello spazio R" *' configurazione-carico, si sviluppa al di
sopra del piano F = F) esso sara stabile risultando ascendente la sua curva
caratteristica: si dird che 'equilibrio allo STATO CRITICO é STABILE.

L’evolversi del ramo secondario al di sotto di F = F| comporta, ov-
viamente, la situazione contraria: equilibrio allo STATO CRITICO IN-
STABILE. In tal caso Fi si configura come un vero e proprio carico limite
sul ramo secondario.

La precedente analisi ha 'indubbio merito di inquadrare concettual-
mente ii problema nei suoi termini reali, ed il precedente esempio 9.2.1
rispecchia fedelmente il comportamento qui descritto, ma conduce pur-
troppo, in sede applicativa, ad ostacoli insormontabili per poco che il caso
a studiarsi sia pid complesso di quello ricordato. Si & guindi costretti, co-
me detto in premessa, ad indagini molto pit imitate che valgano almeno a
chiarire quale sia la tendenza iniziale della struttura quando, raggiunto Fou
e postist quindi sul ramo secondario, si inizi a percorrerlo. La prima anali-
si, condotta proprio per la individuazione di Fuu, ¢ quindi sufla quota T
della intera T, fa definire, e siamo nel passato delia ricerca sull’argomento,
lo stato critico indifferente. A tale dizione non negheremo neanche oggi
ogni significato; potra attribuirsi, infatti, ad essa almeno quello che il ramo
secondario pud essere imboceato in un verso arbitrario, e ¢id stante la sua
stmmetria rispetto alle lagrangiane Q1= ¢ che si attivano su esso.

Cio premesso, ogni ulteriore informazione potra dedursi unicamente
da una espressione pilt completa della E.P.T. ¢ contenente quindi altri
termini oltre quello, T', da cui si sono dedotte le equazioni dello stato
critico che hanno consentito di individuare, olire gli autovalori (carichi
critici) anche gli autovettori (canali criticl corrispondenti).

Ad una tale espressione dell’energia, valutata nell’intorno del punto di
biforcazione che & ormai noto, e quindi locale, daremo il nome di seconda-
ria in quanto dovrd contenere sostanzialmente solo termini atti ad indaga-
e tale ramo di equilibrio,
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Supposta nota la forma che la descrive, essa pud essere utilizzata in
due modi diversi.

Nel primo, posto F = Foi + AF, si procede come d’uso ricercando,
tramite le equazioni 7; = O, il legame tra AF e le .

Nel secondo, tenuto presente che I'energia locale & la variazione di
quella globale, a partire dalla configurazione di riferimento (in questo ¢aso
quella critica), si indaga sul segno della sua quota di ordine pili basso non
pulla.

10.3. L’energia secondaria

Rifacendosi ad una espressione della E.P.L. (= 8T.w) non legata
all’ordine di una teoria, utilizzeremo la (7.12) e la (7.13) che, per la nudlita
di T dovuta all’equilibrio esistente in C, porgono:

r=37%=3[[L0 -1 + 0¥ - aF %] (o)

in cui, per la simmetria del problema, saranno presenti solo i termini parit,

Su questa pud osservarsi, ¢ si & gia cosi operato in 8.8 ¢ 9.7, che essen-
do nota C sono noti gli sforzi S ivi presenti dati in funzione di Fe: € che
quindi tale valore pud trasi in evidenza da Ls® ed LAY; contrassegnate con
~ le loro espressioni per F = 1, si puo allora scrivere:

L ~ LY = Feu (fs‘k) - fF(k)) =~ Foue L™ (10.7)

avendo indicato con L™ la somma algebrica delle due forme, di ordine &
nelle lagrangiane, contenute in parentesi; naturalmente, affinché la bifor-
cazione sussista, almeno upa di quelle di ordine due deve risultare non
nulla e, di solito, riesce tale L5

Operata la sostituzione (10.7) nella (10.6) questa, arrestandosia k =4,
diviene:

T = (qﬁ) - Foad %) + (@ ~ Foue T @) -AF [+ 7% (108)

Prima di passare alla utilizzazione di quest’ultima osserveremo che fi-
nora nessuna ipotesi semplificativa & stata introdotta ¢ che nei singoli ter-
mini devono pensarsi contenute tutte le lagrangiane ¢; ¢, pertanto, sia quel-
le rappresentative di incrementi delle 0, gid attive sul ramo naturale (la
generica di tale insieme si & indicata con gu), che quelle che si sono attivate

™ Tra questi, oitre ovviamente a quello corrispondente a k = 2, sara di solito
sufficiente considerare solo if successivo, k = 4.

|
k
|
|
|
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sul ramo secondario (dette ¢). Nello studio del post-critico, che & quello

che qui si intende eseguire, tutti gli Autori, implicitamente, ritengono la

E.P.L. dipendente solo dalle ultime, le ¢i, ¢ le g« non vengono considerate.

Cid ¢ in effetti ad ascriversi: o al copsiderare sistemi elasto-rigidi in cui il

ramo naturale & inesistente (e con esso le Q4), 0, nel caso di sistemi elastici,

a ritenere frascurabile il tipo di deformazione che ha caratterizzato il ramo

naturale. In entrambi i casi scompaiono le g ed energia potenziale totale,

E.P.T., e locale, E.P.L. st identificano.

A causa di quanto osservato diremo che:

- nel caso di sistemi ideali privi di un vero e proprio ramo naturale, ovvero
senza tracce del passato, i successivi sviluppi sono concettualmente rigo-
rosi e la validitd numerica dei risultati & legata solo al numero di termini
della (10.6) posti in conto;

- nel caso di sistemi reali, 'indagine ¢ significativa, invece, solo in un am-
bito di prossimitd a C in cui le deformazioni degli organi elastici, inter-
venuti nella evoluzione del ramo naturale, possanc ritenersi invariate
(stazionarieta delle Or = nullita delle g:).

Non sussistendo dubbi che nello studio dell’equilibrio delle strutture si
ricada nel secondo caso, sorprende come molti Autori pretendano descri-
vere, con le sole g, ampi tratti dei rami secondari. Sorprende ancora di pit
come altri Autori, quasi riguardando alcune deformazioni elastiche come
fastidiose “imperfezioni”, si sitnino spesso, e non solo in questo problema,
nella irrealtd del primo caso.

Chiarito 'ambito di significativitd dei risultati ottenibili si passa ora
alla utilizzazione della (10.8).

Alcuni Autori pongono eguale a zero il contenuto della prima paren-
tesi sostenendo che, per AF= (0, &

T 2 @2 - g F@ (10.9)

e che le equazioni dello stato critico, dedotte annullando proprio le deriva-
te i tale forma quadratica, implicano, per note proprieta, la nullita della
forma stessa.

Con cid, e trascurato f ) rispetto ad Lf ¥ la E.P.L, si riduce a:

T= (2 - Fu L) - AF " (10.10)

La generica equazione di equilibrio, ¢ si deriva rispetto a ¢, puo scri-
versi:

{4 _ ¥4
(6 - . )
_ﬂ""

¢ risulta cosi descritto il ramo secondario.

Se I'indagine si limita alla qualitd dell’equilibrio basterd porre, nella
(10.10), AF = O ed esaminare il segno assunto dalla T, locale, coinciden-
te col 87 della E.P.T.:

AF = (10.11)

T = ¢ — Fopy - I (10.12)
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In merito alle precedenti deduzioni, che si fanno risalire fino a KOI-
TER, & stato obiettato che 1a (10.9) si annulla solo lungo la direzione criti-
ca ovvero se si pongono, in @7 ed L 1le componenti dell’autovettore
corrispondente ad Fer =F1 © g1 ‘

A seguito di ¢id il ramo secondario espresso dalle (10.11) ¢ in realta a
deformazione guidata; un eventuale giudizio di stabilith espresso dalla
(10.12) & significativo solo lungo il canale critico e quindi non sufficiente."”

Raccogliendo tali osservazioni indicheremo nel seguito col pedice ¢
(critico) le determinazioni eseguite dando alle lagrangiane i valori che loro
competono quali componenti del primo autovettore, §1 = 4o, che suppor-
remo normalizzato,

La T espressa dalla (10.9), sara quindi considerata non nulla mentre
aulla risultera la T valutata lungo il canale critico; lungo tale canale la
T, fornita dalla (10.12), assumera anch’essa un valore numerico preciso,
T che & peraltro quello gid considerato nella modalita operativa prima
esposta.

Non resta a questo punto che precisare, nello spazio delle configura-
zioni C(g), "ambito in cui si intende operare. Gia si & detto che questo non
pud essere che un intorno limitato di C, ¢ cid partando di una “prossimi-
t3” a tale configurazione di biforcazione. In effetti la considerazione che
per ¢ = O il ramo secondario tende al canale critico, g — 4c — 0, consente
di limitare tale intorno ad un cono avente come asst proprio il canale
critico. Nell’interno di tale cono il pili generico vettore spostamento 4 po-
tra costruirsi componendo i modi deformativi espressi dagli autovettori
normalizzati e scrivendo:

g=o(p+3 bra (10.13)

In questa, la evoluzione della deformazione, a partire da C, ¢ affidata
al parametro « (assumendosi a = 0 in €); le B, esprimono invece lo “sco-
stamento” del ramo di equilibrio dal canale critico, € vanno intese piccole
come o (dello stesso ordine) volendo mantenersi nella prossimita di tale
canale.

A chiarimento dell’ottica attuale ripeteremo che I'indagine si svolge
con esclusivo riferimento alle lagrangiane g e che la generica di esse, come
componente del vettore g che chiameremo ¢s, si esprime:

g = oo+ B (10.14)

in piena aderenza alla (10.13).

M Un giudizio di instabitita, T < O, sarebbe invece definitivo bastando che
tale condizione si verifichi anche per una sola 6C rell’intorno di C.

|
|
E
g
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Riscritta sinteticamente la gi() .8), utilizzando le eguaglianze (10.9) ¢
(10.12), e trascurando in essa f ' rispetto ad £ !, risulta:

T=T%+TW-AF. f® (10.15)

ed in questa vanno date alle lagrangiane le espressioni (10.14) che loro
competono nell’ambito in cui si opera l'indagine.

Operando sui termini quadratici, ed essendo a somma nulla per I'orto-
gonalitd degli autovettori i doppi prodotti, essi assumono le espressioni:

T® = o T + o E B2 T = o 2 BZ T (10.16)

N
_f(” = aszctzl + & % Brz_fr(z) = azj-c(z) (10.17)

Nella prima, stante la nullita di 7% lungo il canale critico (T = 0)
appaiono i valori, 7", assunti dalla (10.9) quando le valutazioni numeri-
che vanno esegmte introducendo gli autovettori normalizzati di indice
## 1. Essendo 7% minima, e nulla, lungo il canale critico risultera:

® >0 ¥re [2N] (10.18)

e la positivita di T & assicurata lungo tutte le direzioni, distinte da quella
critica, uscenti da C.

Passando ad operare su T™ e trascurando i termini di ordine pil
elevato del quarto in @ e nelle che definiscono Vampiezza della deforma-
zione, si ha semplicemente:

T = o* 7 (10.19)

essendo T.Y la gia considerata determinazione numerica di T cui si per-
viene ponendo nella sua espressione il primo autovettore normalizzato
(c=1)

Introdotte nella (10.15) le (10.16), (10.17) ¢ (10.19) si ha:

S BATO+ & T - AF - £ (10.20)

¢ su questa va svolta ogni ulteriore considerazione tenendo presente che i
parametri che identificano la configurazione generica sono rappresentati
da « e dalle Br

Nel prosmguo considereremo AF = O e, ritrovandoci quindi in C con
F=F.;, esamineremo il segno di T quando ci si allontana da tale configu-
razione. Attesa la inessenzialita di o’ in una tale ricerca, e posto:

B m%- (10.21)
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Pattenzione va rivolta in definitiva su:

%1“;:? BT+ T (10.22)

che costituisce "oggetto di ogni ulteriore indagine.

10.4. Qualita dell equilibrio allo stato critico

Nel modo ristretto in cui i problema viene affrontato, qualita dell’e-.
quilibrio nella configurazione € posta sul ramo secondario (C = punto di
biforcazione), ci si & ricondotti alla impostazione del capitolo 1. _

La qualitd dell’equilibrio viene definita dal segno del lavoro che si
compie nell’allontanamento da C e quindi da quello della sua quota pil
significativa. Tale lavoro & fornito dalla E.P.L., valutata nella configura-
zione in esame, ¢ la sua quota pili significativa & espressa dalla (1_0:2'2)‘;
tenuto conto che la E.P.L. & stata formata in modo che ia sua positivita
coincida con una prevalenza del lavoro resistente ¢ la sua negativita con
quella del lavoro motore, la stabilita richiede, ovviamente, che essa sia
positiva per ogni allontamento da C (minimo dell’energia in C').

Cid premesso, ricordiamo ancora che nella (10.22) T'Ve T(ﬁ’r'appres_en—.
tano valori numerici ¢ precisamente quelli assunti quando in essi si
attribuiscono:

- al carico Fil valore F=F, = Fou; o
- alle variabili ¢; le componenti del primo autovettore (quello che si afuva
allo stato critico) ed il pedice & ¢, o di uno dei successivi, ed il pedice & 7.

Notato da ultimo che le B, rappresentano “allontanamenti” daf canale
critico, e che le T'sono tutte positive (si rimanda ai righi successivi alla
(10.18) dove cid & stato discusso), si pud dar luogo alle indagini.

IL VERDETTO DI STABILITA _ .

Se T'Prisulta positiva il lavoro di allontamento da C, stante la positi-
vita delle 7% & senz’aliro positivo per qualsiasi valore attribuibile alie B;
ovvero per qualsiasi §C considerata; quindi:

TH >0 = stabilitd (10.23.2)

E enunciabile allora il teorema: -
CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PER LA STABILITA E
CHE SIA POSITIVA LA VARIAZIONE QUARTA DELLA E.P.T. CALCO-
LATA LUNGO IL. CANALE CRITICO. o
Nel caso in cui la 7% risulti negativa si ha ovviamente un giudizio di
instabilitd ma questo & meno perentorio del precedente.
St ha infatti nullita della intera 7, (10.22), ove:

S BT = T (10.24)

2

|
k
;
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e cid prospetta la esistenza di situazioni di indifferenza che sono d’altronde
ben compatibili con lo state critico. Se ci si avvicina perd al canale critico,
e le B: sono quindi fatte tendere a zero, si individua che proprio lungo il
canale critico, ¢ quindi per la particolare 6C che lungo essa si esplica, si ha
negativitd della E.P.L. e quindi prevalenza del lavoro motore su quello
resistente, In tal senso:

<o > instabilite (10.23.b)

ed & enunciabile if teorema:

CONDIZIONE SUFFICIENTE PER L'INSTARILITA E CHE SIA NEGA-
TIVA LA VARIAZIONE QUARTA DELLA E.P.T. CALCOLATA LUNGO
IL CANALE CRITICO.

I precedenti risultati, pur sostanzialmente coincidenti con quelli riferiti
da altri Autori, se ne discostano nel dettaglio per la maggiore attenzione
qui posta alle conseguenze di ritrovarsi nel primo punto di biforcazione
che ¢ I"'unico al quale si riserva Pappeliativo di critico. Nel successivo para-
grafo 10.5 si vedra come le condizioni di necessarieta e sufficienza possano
trovare diversa collocazione, net confronti della stabilith e della instabilita,
quando si esaminino altri punii di biforcazione,

10.4.1. Esempio

Poiché negli esempi finora svolti (9.2.1, 9.5.1, 9.5.2, 9.5.3) ci si ritrova, fortu-
namente, sempre con 79> O si sviluppa il caso di fig. 10.1.

Fig. 10.1.

In essa si trascura la deformabilitd assiale, il che risulta lecito dato che tale
ipotesi non & in contrasto con Pequilibrio pre-critico.
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er;;s 55ario; si assume come lagrangiana la deformazione dell’organo elastico: t
te B
men , |
z= V- cessivamente:
. ae SuC F
q Si 1% 1 |
. = »_ vy 1ivy :
sen @ =77 (p——arcse:n!—1+6(7)+... t
3 4
== w =1 (1~ cos m[{l—( -¥ ﬁ)...]m
f=w ( ) -3 + o
2 4
y y
Tl + 81’
E.P T. (1ocale) si sc;ive:
La >t
T:"l‘k 92 _£(1+wﬂ+ -..) )
2 AP YE (10.2)
Allo stato critico si ha: |
1 F
D o p? e 22
e T
F
T = kv - = = Foo=kl (10.b)
}
a |’esistenza di una sola lagrangiana la discussione & limitata, non esisten-
?’t:a nali privilegiati (autovettori) distinti da quello critico. .
4o alptgiché jungo esso < :
For v
Tc(4) — _ crit O
g/’ <

4izio di instabilita & senza alcuna riserva.
. giudi?

il 8¢

Qualité deli"equilibrio nelle biforcazioni successive

10«5' . .

si pensa che la struttura abbia superato in qualche modo il primo

Se 7y =Feu ed, eventualmente, altri successivi cosi da essere alla

s ey criticoﬂ .
rl e s-md nulia muta formalmente nella precedente trattazione.

sostituirsi a) pedice ¢, che si & riservato all’autovalore ed alf’au-
= 1, il pedice 5. La (10.22) si scrive allora:

for
51 ¢a solo 2
covettor® g

T=3 8’18 +1 (10.25)
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La sostanzxaie differenza intervenuta, col cambio dei pedici, & che ora
alcune T sono negative. Infatti il valore di estremo assunto dalla E.P.L.
nella biforcazione considerata, per cui & sempre T2 = 0, & un minimo so-
lo rispetto alle 8C in cui intervengono gli autovettori ¢, con » > 5; & un mas-
simo rispetto a quelle in cui siano presenti gli autovettori di indice » < s.

Con ¢id possono dosarsi le §; in modo che la sommatoria che appare
nella (10.25) assuma qualsiasi segno. Ne consegue che:

M < 0 (10.26)

sia ancora condizione sufficiente di instabilitd; la differenza rispetto al caso
precedente ¢ che non si ha pii una sola 8C lungo cui detta instabilitd possa
manifestarsi, ma una infinits,

La condizione opposta:

T > o (10.27)

perde il suo carattere di definizione di una sicura stabilitd,

Potranno dosarsi le ,B, m modo che il primo termine della {10.25) sia
negativo ¢ prevalente su T La esistenza di §C per le quali il lavoro moto-
re superi quelio resistente, e ne basterebbe una sola, esclude che possa
esistere stabilitd nelia situazione considerata,

In conclusione si enuncia il teorema:

NEI PUNTI DI BIFORCAZIONE SUCCESSIVI AL PRIMO L’EQUILI-
BRIO E SEMPRE INSTABILE.

10.5.1. Esempio

Si riconsidera il sistema gid studiato in 9.5.2 e 9.6.1. Per esso, ed anche in
questo caso la EP.T. e la E.P.L. coincidono, si ha nel 2° ordine:

1 1 FI
T=T% =5k o’ +k (@ - o = e @) (10.¢)

ed autovalori ed autovettori normalizzati sono noti:

Fi = 07639 k71 o = 0,5257 vz = 0,8506
_ (10.d)
Fy= 52362 k/1 o = 0,8506 en = 0,5257

Attesa la dipendenza diretta della W (= @) dalle lagrangiane, questa guota
energetica coincide con W ed & pertanto W = W% = .. = 0. Quote di ordine
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piti elevato del secondo si trovano nel contributo dei carichi esterni; sviluppando lo
spostamento f= w fino al quarto ordine, vedi fig. 9.3 risulta:

|
:
L
[
F

1 = o o 4 L1 = cosaon) = L€ e e

2( "‘") 2 '“’2) 2(2 247202 24
! !

2”2"(<p12 + cpzz) _Z§(<pl4 -+ :pg‘)

La parte di secondo ordine & stata gik considerata nella (10.¢), quelia del quar-
ta da luogo a:

T “—ig (w‘ + ﬁ024) _ {i0.e)

Lungo il canale critico, e quindi ponendo nella (10.¢) la prima autosoluzione
(10.), si ottiene:

Tl = 9—’%—9—’1(0,5257* + 0,8506“) = 000055k > O

Valutando T (¢ = 1, r = 2 essendo nel 1° punto di biforcazione) si trova:

T = —;— k 0,8506° + % k (« 0,5257 — (),8506)2 +

—ﬂgﬂ%i ['0,35061 + (_ 0,5257)2] = 1,1179 k

Si vede che la {10.22) & positiva per B qualunque: si ha piena stabilita.
Se si suppone, invece, di essere pervenuti in qualche modo al 2° punto di

biforcazione, vanno valutate: i

= -5—’2—?46815[0,35054 + (— 0,5257)4 l = 0.06544 k

1
3
(0,52572 + 0,85062) = - 11182 k

T = %k 05257 +—k (0,8506 - 0,5257)1 +

52362k
4

¢, pur avendosi stabilitd lungo il canale critico, questa stabilitd si perde procedendo
lungo un percorso come caratterizzato dalla (10,24): 8> 0,2419.
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Nel concludere il presente paragrafo si da, pel caso di due lagrangiane
g, la rappresentazione nel piano delle configurazioni di quanto in prece-
denza discusso, fig. 10.2. L’andamento di T, rappresentata nella sua va-
riabilita in direzione ortogonale al €anale critico, & puramente indicativa.

' 1
2 }A 9= Xy + P24

14 BIFORCAZIONE

4}, n2-(2)
Xiz\z‘*(f’t T21
23 BIFORCAZIONE

4= XGp + 19y

1

\P

G2

Fig. 10.2.

La situazione rappresentata corrisponde peraltro, qualitativamente, ai ri-
sultati del precedente esempio: rafforzamento di stabilitd nella prima bi-
forcazione, perdita di stabilita nella seconda.
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10.6. Biforcazioni e curva caratteristica

Nel capitolo 8 si & introdotta la curva caratteristica F-f mostrando
come essa dia pienamente conto del comportamento strutturale. In tale
sede si & fatto ovviamente riferimento al solo ramo naturale; a capitoli 9 e
10 ormai conclusi & di notevole interesse vedere come da tale diagramma
risultino descritti lo stato critico (= tendenza iniziale post-critica} ed i rami
secondari che in essa prendono origine.

F A

_.® T ©® canaLe

Ferit eir — — — —

~~@ @ CRITICO

Y

|

!

<% !
25 !
|

f

crit f
Fig. 10.3.

In fig. 10.3 & indicato un generico ramo naturale che, senza togliere
generalitd a quanto segue, si & pensato di 1" specie (stabilitd crescente).

In C, stato critico, esso perde la sua stabilitd per 6C in cui si attivino
le lagrangiane Q)= g si identificano canale critico e puntuale indifferenza.
Cio sulla curva caratteristica da luogo, sulla orizzontale per C, ad un trat-
tino infinitesimo, non rappresentabile:

- Fassume il valore Fong; '
- la variazione prima di f¢ nulla (f "' = 0, ¥+ 0).

Esaminiamo ora come procedono le cose sul ramo secondario. Su di
esso F deve assumere i valori dati da una relazione generale come la (8.9):

w? + W+ WL
YR

in un caso in cui & notoriamente f"' = W = 0. Trascurando gli infinite-
simi di ordine pil elevato risulta:

B mﬁ) + m(‘ﬂ B Wi(3) H;J_(“)

(10.28)

SINANS
fim f'_(2) f’_m
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Il primo rapporto, dando alle lagrangiane i valori che loro competono
sul ramo secondario, dd F..; it secondo rapporto, la sua evoluzione,
AF = FeuFoe, post-critica quadratica nelle lagrangiane.

Anche f? & quadratica nelle lagrangiane ed allora:

V=S i A e AF=F [P

sono dello stesso ordine. Proseguendo oltre C sul diagramma di figura
10.3 si ha, nell’approssimazione della (10.28), ¢ quindi come tendenza ini-
ziale, una retta.

Se la retta & ascendente : stabilita (W% > 0).

Se la retta & discendente: instabilith (W' < 0).

Ancora una precisazione: un singolo punto di una delle due rette (o meglio
tendenze) rappresenta, stante la simmetria dei rami secondari rispetto a C,
due configurazioni simmetriche.'"

Nel concludere osserveremo che se la deformazione pre-critica viene
trascurata, si ha la scomparsa in fig. 10.3 del ramo naturale OC. In tal
caso la rappresentazione diventa qualla a tratti avente inizio dal punto
F = Fuy sull’asse delle F.

10.6.1. Esempio
Lo schema studiato in 9.2.1 di luogo ad una diretta applicazione di quanto
osservato nel presente paragrafo. Lo spostamento w di fig. 9.1 coincide infatti con
lo spostamento generalizzato f e pertanto la (9.n) pud formalmente scriversi:
F=k-2kf +37'-27° (10.£)
e va ricordato che sussistono le adimensionalizzazioni:

_F T K
- FEEr o REEn (108)

=L
f=

Poiché la (10.1), che descrive il ramo secondario, prende vita da:

Fe = —%m(l -V 1-4 E) (10.h)

la curva caratteristica pud immediatamente tracciarsi.

) gi & altrove chiarito che configurazioni diverse possono dar luogo alla stessa f.
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“n
s

rd : o
= . arctg 04 o
Feritt ? P
)|
P~ o
[4'] =t
= e
o o .
} ——p '
femit= 01127 0,20 0,30 f
Fig. 10.4.

Cid & stato fatto in fig. 10.4 per k = 0.1000. L’inclinazione iniziale del ramo
secondario & data in tal caso da:

dF o o
—|_ = =2k+6f-6f] 2= - (,4000
df | fe 0,1127

10.7. 1 sistemi ad un grado di liberta

Nel caso di sistemi ad un solo grado di liberta, e non pud che tratiarsi

di schemi elasto-rigidi, la validita della (10.11) & indiscutibile avendosi, per

Ja esistenza di una sola lagrangiana, la coincidenza del canale critico ¢ del

ramo secondario.
Quando si tratti invece di sistemi a pili gradi di liberta, artificiosamen-

te ricondotti ad un grado solo predefinendo un possibile canale di defor-

mazione (ovvero il canale critico), ta (10.11) & solo definitoria di una de-

formazione guidata lungo tale canale. ;
Anche se il canale considerato coincide col vero canale critico, prima '

autosoluzione del problema, quanto sopra osservato sussiste e, pur essen-

dosi considerati il “vero” Fe ed il “vero™ canale critico, quest’ultimo sara

sempre distinto dal ramo secondario che, da esso dipartendosi, chiama in

causa altri “modi” deformativi oltre il primo. :
Cid osservato, appare ben strano che molti Autori ritengano, operan- I

do come sopra, di descrivere il ramo secondario anche non in prossimita

del punto di biforcazione, € cié pur prescindendo dal fatto che, salvo in
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sisterni elasto-rigidi privi di pre-critico (Q = 0), si riattivano anche le O,
non presenti nella (10.11), che erano stazionarie solo in tale prossimita.

Con quanto precede si & voluto ben chiarire come non sia possibile,
con artificiose riconduzioni ad un solo grado di libertd, ottenere informa-
zioni pit spinte sul post-critico. Queste sono necessariamente limitate ad
Feie ed alla qualita dell’equilibrio nel punto di biforcazione.

I ramo secondario, al di fuori dei modelli ad una sola lagrangiana e
quindi, si ribadisce, elasto-rigidi, resta in questa via sconosciuto. La sua
determinazione, ove possibile, va perseguita come chiarito nella parte ini-
ziale del paragrafo 10.6.




CAPITOLO 11

1 CARICHI CRITICI COINCIDENTI

(Aldo Raithel ¢ Nicola Augenti)
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11.1. Premessa

In tutto quanto precede si & sempre evidenziata la importanza dello
studio del comportamento post-critico ¢ della modernita di tale ricerca.
Seppure in pieno disaccordo con altri Autori sulle possibilita di una speci-
fica evenienza, esistenza di asimmetria nell’intorno dello stato critico, non
pud che darsi atto della notevole spinta da Loro esercitata nel settore ed
alla quale si deve, tra P'altro, la necessita di chiarificazione cui la presente
opera ha preteso di dare un primo contributo.

In tale ottica va visto anche lo specifico problema dei carichi critici
coincidenti che, molto opportunamente ¢ realisticamente interpretato co-
me di “ottimazione strutturale”, sembra ancora lontano da una completa
definizione. Gli sforzi si sono infafti orientati, ancora una volta, nel tenta-
tivo di far quadrare i risultati di qualche esemplificazione con le proprieta
di una E.P.T. data come sviluppo in serie di una forma matematica ipote-
ticamente nota, la ormai pill volte ricordata (7.3).

Un esempio di dubbia interpretazione, ¢ la possibilita di poter trarre
da una espressione cosi “larga” come quella testé ricordata tutti i coeffi-
cienti possibili ed immaginabili, hanno di fatto creato uno stato di confu-
sione notevole. Ne & derivato che molte energie siano state rivolte alla
soluzione di sottoproblemi e sottocasi, come ad esempio il numero di rami
secondari passanti per un punto di biforcazione multiplo, tralasciando un
piti opportuno riesame del problema principale.

11.2. Frazionamento delle lagrangiane

Lo studio delle leggi dell’equilibrio di un sistema elastico parte dalla
conoscenza del numero » dei suoi gradi libertd; esso & definito unicamente
dalle caratteristiche intrinseche del sistema.

La condizione di carico considerata, rappresentata globalmente dal
parametro F, richiederd al suo apparire (F crescente a partire da zero) che
si attivino:

’

n<n
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gradi di liberta. Nello spazio R™"', carico-lagrangiane attive, si sviluppa il
RAMO NATURALE.

Se risulta #’ = n 1a struttura non pud che aspirare ad un ramo indefini-
to e crescente, o temere un carico limite, ¢ cio si & esaminato nel capitolo 8.
Se n’ < n sussistono i pericoli di biforcazione, ¢ cid si & esaminato nel
capitolo 9 pensando che tutti i rimanenti gradi di liberta, in numero N =
n-n', fossero contemporaneamente coinvolti. Cio ha consentito di evitare
poco significative discussioni di *“rango”, in relazione alle equazioni allo
stato critico ed al determinante che le regge, ed a chiarire che se N sono 1
gradi di libertd che insieme si attivano, N sono gli autovalori, F, del pro-
blema; ordinati questi in modo crescente, al primo Fi, si & conferito il
nome di critico: _

Foi= Fi.

11 predetto complesso di autovalori non ammette coincidenze; comun-
que si varino le costanti degli organi elastici essi saranno sempre distinti.
Sembra anzi che possa affermarsi come, al crescere dell’indice 7, essi vada-
no sempre pilt distanziandosi'.

11.2.1. Esempic

Si riconsidera I'esempio 9.5.2 attribuendo rigidezza k; e k», rispettivamente,
agli organi elasticiin Ce B,

Risulta:
1 1 Fl
T = 7 ki @+ ““2““’62 (2 — @) vy (o + @)

1.e equazioni allo stato critico danno:

L = (k; + k2 —é‘ Fl) @1 ~ Kz ¢ =0
T = ~ka @y -+ (kz -%Fl) wr = O

Annullando il determinante dei coefficienti del precedente sistema omogeneo
si hanno, successivamente, 'equazione secolare e le sue radici (autovalori). Risulta:

(FIP =2k + 2k) (FD)+ 4 ki ka= O

F=+2%) Vi + 4k

(I per P’asta di Eulero, ad esempio, gli autovalori sono dati da:

F,= (r'rr)z?—{ r= 152 ..

!
|
|
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Se si richiede la coincidenza delle due radici dovra porsi:
kP+d4k’i=0 = k=il

ottenendo che uno degli organi elastici debba essere .... immaginario.

Cid premesso penseremo ora che l'intero ses di lagrangiane sia cosi
frazionabile:
- 1’ impegnate lungo il ramo naturale ¢ siano le Qi
- N\ attivabili 1n punti di biforcazione sul ramo naturale, ove non lo fosse-
ro gia le successive; si dicono Q= g;;
- N2 anche esse attivabili in punti di biforcazione sul ramo naturale, ove
gia non lo fossero le precedenti; si dicono Qf = ¢i;
e dovra ovviamente risuitare:

n’—E—N;-i*szn

Nulla impedisce di pensare ad una suddivisione ancora pill spinta che,
peraltro, niente aggiungerebbe al discorso in atto.

11.2.2. Esempio

Si prende in considerazione il sistema rappresentato in fig. 11.1.

Considerate assialmente deformabili le aste DC e CFE si hanno complessiva-
mente quatiro gradi di liberta. Vengono assunte come lagrangiane:
- gli spostamenti v ¢ w del node C;
- le rotazioni relative in D ed E.
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Il ramo naturale di equilibrio si sviluppa con le lagrangiane:
Ov=v Or=w n=2)

¢ le aste ADC ¢ CEB si conservano rettilinee. Quando gli sforzi normali nelle aste
attingeranno particolari valori potrd attivarsi, a seconda dei valori delle costanti &,
e ki

- lalagrangiana @ =g =g, (NMi=1)

- lalagrangiana Q' =g = ¢, M=1

¢ ¢id ove non sia prima raggiunto il valore Fuy esistente sul ramo naturale {tale
eventualitd si penserd esclusa con opportuni “rapporti” tra le rigidezze in gloco).

Eseguita la precedente suddivisione si diano per svolte le indagini in-
nanzi ricordate;
- nello spazio R™* 1a ricerca del ramo naturale (capitolo 8);
- neilo spazio R™*™*' 1a ricerca dei punti di biforcazione e quindi degli
autovalori (capitolo 9):

Fau=F | F, ... Fy (11.1)

e della qualitd dell’equilibrio (stabile o instabile) corrispondente ad F,
(capitolo 10). Tale ultima ricerca ha stabilito, vedi 10.6, che nei punti di
biforcazione successivi al primo 'equilibrio & sempre instabile e cid va
attentamente ricordato;

- nello spazio R™"™*! ricerca identica a quella precedente con la determi-
nazione degli autovalori:

Fu=F ,F, ... Fl (11.2)

¢ della qualita dell’equilibrio nel primo punto di biforcazione (& certa la
instabilitd in quelli successivi).

Espletato il precedente lavoro, si confrontino le due successioni di
autovalori e si consideri 'unico caso di interesse; il primo valore di una
delle due successioni si inserisce fra i primi due dell’altra; sia, ordinando
per valori crescenti:

Fi,F,Fs.. (11.3)

Attesa la indipendenza dei valori F; ed F{ & ora pensabile che questi
autovalori, di famiglie diverse ¢ per ciascuno dei quali sono note le pro-
prietd dell’equilibric allo stato critico, siano fatti coincidere: CARICO
CRITICO DOPPIO.
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Ove il frazionamento delle lagrangiane fosse risultato pit spinto, detta
coincidenza potrebbe implicare i valori critici di pin successioni; in genera-
le: CARICO CRITICO MULTIPLO (compound braching point).

11.2.3. Precisazioni

Con riferimento ad una singola successione, ad esempio la (11.1), va ricordato
che al disopra del primo autovalore I'equilibrio ¢ sempre instabile e che, di fatto, il
raggiungimento di uno stato critico successivo ¢ da escludersi a meno di non pen-
sare di operare nellambito di una deformazione guidata particolare: quefla che
consente solo il modo deformativo rappresentato dalla autosoluzione corrispon-
dente. In altre parole ghi autovalori delle successioni predette sono determinati par-
tendo, per ciascuno di essi, dalla configurazione iniziale (g; = 0). Quanto precede
significa che, superato lo stato critico (nel presente discorso si suppone stabile af-
finché F possa crescere oltre F|) ed in presenza quindi di ¢, 0 e di una evoluzione
delle g ove queste ultime non siano trascurate, ghi autovalori successivi al primo
sono privi di ogni significato fisico: il fenomeno evolvera indefinitivamente lungo il
ramo di equilibrio biforcato che ha inizio per F=F|.

Tali considerazioni valgono in gran parte anche per la successione unificata
(13.3): tutti gli autovalori successivi al primo sono fisicamente insignificanti: supe-
rato Fi ci si pone in configurazioni distinte da quella iniziale e le lagranpiane N,
che possono ancora attivarsi, inducono conseguenze diverse da quelle valutate in
precedenza {per ¢; = () che avevano condotto alla individuazione di Fy".

In tal senso si precisa che, poiché tale attivazione avviene su un sistema geo-
metricamente degradato dalla g, deve ritenersi che essa si abbia per un valore di F,
e sia F* compreso nell’intervallo:

F<F*<F; (11.4)

A partire da tale valore si ha, quindi, una nuova biforcazione e la rappresen-
tazione del fenomeno passa dallo spazio (sottospazio) ad #' + N, + 1 dimensioni a
quello (completo) ad # + | dimensioni; in questo dovra indagarsi per riconoscere la
qualita dell’equilibrio dopo la seconda biforcazione.

L’esame di cid che accade in una tale eventualitd &, ovviamente, stret-
tamente legato, rappresentandone un limite, a quanto descritto nella pre-
cedente precisazione. Facendosi tendere F\' ad Fi, ¢ quindi F* ad F,,
scompare il percorso costituito da un tratto del primo ramo di equilibrio
biforcato (F, < F < F*) e dal ramo di equilibrio che inizia per F = F*
(secondo ramo biforcato), dandosi luogo ad un unico ramo di equilibrio
(percorso senza discontinuitd). La caratterizzazione di tale ultimo ramo
(instabile o stabile) sara ovviamente quella conferitagli dal secondo ramo
biforcato ¢ ¢id per potersi sempre pensare F* maggiore di F), seppure di
una quantitd infinitesima.

La rappresentazione grafica delle due predette eventualith & data nel
piano F-f, ovvero in termini di curva caratteristica, in figura 11.2.
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Entrambe le curve sono relative a casi in cui il pre-critico non ¢ stato
trascurato {Q« 7 O implica foi # O); la prima descrive una biforcazione
(multipla} instabile, la seconda stabile.

Si rileva facilmente che le curve riportate potrebbero anche esemplifi-
care carichi critici non coincidenti e con cid si evidenzia, ancora una volta,
come con esse si colga Pessenzialitd del comportamento delle strutture,

F .‘\ F JI
/// /’f
Ferip 4~ ——— < Ferit +—— —=
i
. l
! !
! I
] 1
1 [ i e
Ferit 4 ferit f
a) b)
Fig. 11.2.

non essendo legate ad artifici intesi a semplificare ’elaborazione di un
problema. I frazionamento delle lagrangiane &, infatti, del tutto inutile,
anzi fuorviante, nel caso in cui si verifichi la coincidenza dei primi autova-
lori'", o, in caso di non coincidenza, quando si voglia studiare tutto il
campo post-critico. Esso, di contro, & ben utile, ¢ cosi se ne giustifica stori-
camente 'adozione, quando si intenda conoscere il solo carico critico.... al
fine di tenersene ben discosti.

11.3. Un esempio classico

Verso la metd degli anni *60 fu elaborato da Augusti un interessante
esempio, successivamente riconsiderato da Thompson, caratterizzato da
due gradi di libertd, cosicché le due successioni (11.1) ed (11.2} risultano,
ciascuna, rappresentata da un solo autovalore (»° = O trascurandosi il
pre-critico per I'ipotizzata rigidezza dell’asta, Ny = Nz = 1).

Esso generalizza, nello spazio, il modello piano trattato (nei limiti ri-

9 §j veda in merito il successivo paragrafo 11.3
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3

stretti della determinazione del carico critico) nel paragrafo 9.5.1 ed &
schematizzato nella figura 11.3 ove, data la inessenzialitd dei segni, si &
rinunciato a seguire convenzioni ngorose a vantaggio di una rappresenta-
zione meno confusa.

z
F’
B_"“H-.
/ o
/!
z'
/, 7,
=S . /'/
-
w o3 /1// -
\on / /
\ <L !/
\“ /
A W)
ky
kx ex .
A Cox
y Py
Fig. 11.3.

11.3.1, I carichi critici distinti

Frazionando i gradi di liberta si considerano separatamente le rotazioni ¢y ¢
¢y assumendo, in ciascuno dei casi, quale lagrangiana del problema quella suppo-
sta non nulla.

In fig. 11.4 & considerato il caso della g, ¢ cid corrisponde a pensare emstente
in A una cerpiera cilindrica di asse x.
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Az
=
9
§ _B
i _1
‘Px
- i A
Y
Isen pyx |
Fig. 1.4,
Poiché si identificano facilmente in:
w = [ (I —cos @x 10 spostamento verticale di B,
@x la rotazione che chiama in causa &,
la E.P.T. si scrive:
1 2 '
T=-k: o — FI {1~ cos @) (11.2)

2

L’equazione di equilibrio e la soluzione del problema sono, allora, in via esat-
ta (non st sviluppa in serie il coseno):

dT _ N .
d‘p—kqo Flsen ¢ = O
=k e . Fmpy=t
F= i sen @ : F m= Fog o ] (].I.b)

dove Pautovalore ¢ stato dedotto per ¢ tendente a zero (con direzione che identifi-
ca o stato critico) e si sono omessi i pedici dato che il risultato trovato per il ¢,
vale identicamente permutando x ed y (coincidenza dei carichi critici distinti per k.
e ky eguali).

Nel concludere si osserva che la dipendenza di F da ¢ espressa dalla prima delle
(11.b) & sempre crescente; i carichi critici distinti sono entrambi neutro-stabili.
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Lo studio va ovviamente iniziato con la scelta di una coppia di lagran-
giane (Pavvitamento dell’asta € inessenziale ed escluso) che, per dare con-
cretezza al vincolo in A, si identificano con le rotazioni consentite da due
cerniere cilindriche solidarizzaie tra loro, Una di tali cerniere si pensera
ancorata allo spazio fisso (ed il suo asse si fa coincidere con I'asse y) men-
tre all’altra si pensera fissata Pasta AB. Tali rotazioni si indicheranno con
@x € ¢y per quanto la prima, invertendo Pordine arbitrario con cui possono
pensarsi attivate, possa avvenire intorno ad un asse diverso da x.

Se si suppone di dar Juogo prima a ¢ la situazione si presenta come
nella fig. 11.4 e risuita:

x=0 y =1 sen ¢, z =1 cos ¢ (11.5)

La successiva rotazione intorno all’asse y trova ora I’asta nella posi-
zione assunta nella predetta figura e fa ruotare l’estremo superiore lungo
un arco di circonferenza di raggio ! coses, anziché 7, senza che vari la y
prima determinata, Le coordinate finali sono pertanto:

x = (I cos ) sen @, = [ sen ¢y cOS @«
=] sen ¢ (11.6)

z = {l cos ¢x) cos @y, = 1 cos ©x cos @y

e pud procedersi alle determinazioni necessaric per la soluzione del
problema:
- abbassamento del punto B;
- deformazioni degli organi elastici. .
Il primo & subito ottenuto conoscendo la quota finale:

w=1-z=[{1 - cos p: cos @) (1.7

le seconde richiedono si specifichi che gli organi elastici si pensano ancora-
ti all’asta ed agli assi fissi cosi da essere attivati dalle variazioni, oy ed ay,
degli angoli AB-x ed AB-y conseguenti allo spostamento di B (coordinate
iniziali 0, 0, 1 e coordinate finali espresse dalle (11.6) sopra riportate).

Un rapido esame della fig. 11.3 comporta che si deducano, ¢ basta
porsi nei piani definiti dagli angoli sopra indicati con [’asta nella sua posi-
zione finale,;:

Y X
Senezxm“};—wsenqo)r s Sen Gy = 7= Sen gy 08 ¢
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Da queste si ottiene:
ey iy : @y = arcsen (sen @y COS @y) (11.8)

Le (11.8) mostrano come uno degli organi elastici sia chiamato a rea-
gire proporzionalmente a ¢x, dando luogo ad un comportamento usuale,
mentre ’altro & attivato da una deformazione, y, certamente pitt piccola
di ¢y (& oy = @, solo se si obbliga il sistema alla deformazione guidata =0
cosi da rendere cos ¢ = 1).

Cio significa che il fenomeno evolverd in modo del tutto analogo a cio
che accade dopo il raggiungimento di un carico limite: il degrado struttura-
le rende Pequilibrio instabile.

11.3.2. Osservazioni

Quanto osservato non & certo legato ail’ordine in cui si sono considerate le
rotazioni essendo esse “lagrangiane”. Invertendo tale ordine, infatti, ’arco di cir-
conferenza che B descrive per effetto della seconda ha si ancora raggio /, ma avvie-
ne in un piano diametrale non verticale. A calcoli eseguiti si ritrovano le (11.6) e
quindi le (11.8).

Nulla muta sostanzialmente neanche se nella descrizione del vincolo si inver-
tono gli assi delle due cerniere cilindriche, equivalendo ¢id ad una rotazione rigida
intorno all’asse z che inverte le espressioni formali di x ed y e quindi di oy ed oy
tramutando il vincolo forte in debole e viceversa.

Da ultimo noteremo come con le “lagrangiane™ scelte, proprio ¢« ed @, nei
lavori originali, dagh Autori citati non viene evidenziato il “degrado™ degli organi
elastici conseguente alle variazioni di configurazione. Pertanto il comportamento
instabile, qui previsto, si manifesta solo aila fine dello studio, apparendo quasi
sorprendente a fronte delle promesse 'di stabilitd insite nelle determinazioni effet-
tuate in 11.3.1 (i carichi critici distinti).

Passando ora alla fase risclutiva, e qui ¢i diversificheremo da uno de-
gli Autori citati operando in via esatta e non in termini di infinitesimi fino
al quarto ordine, st scrive la espressione della E.P.T.:

1
- (ks otk o)—Fw=
1

= ky oi + %ky arcsen’ (sen @y cos @] + (11.9)

~F1(1 - cos o cos )
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Posto:

ki=k 1 kym(,‘k

; f: e

F
k71 (11.10)

€ notato che per ¢ = 1 i due carichi critici distinti coincidono, le consuete
derivazioni della (11.9) forniscono le equazioni (di equilibrio) che reggono
il problema. Si ha:

Py - gresen (sen_ @, cos ¥) ; —p
SER @y COS <y (1 - sen” @, cos” o) B o= 1
(11.1n)
o drcsen (sen ¢, cos ¥,) —
(I - Senz (py COSZ (px)% fg @y— -
Si individuano facilmente le seguenti soluzioni:
) ex=0 , ¢=0 : rame naturale;
2) . o, =0 1 ramo biforcato passante per F = 1
SER Py

) e=0 , ¢ }—é—;ﬂ’? = K. ramo biforcato passante per F, = ¢
t4

del tutto conformi a quanto ricavato in 11.3.1.

Al fine di individuare ulteriori soluzioni, conviene sostituire al sistema
(11.11) quello costituito da una delle equazioni (che fornira il valore del
carico) e della relazione e che si ottiene eguagliando i due valori di Fivi
espressi:

sen ¥y . qrcsen {sen P, cos ¥y)

T sen @y (1 — sen” @y cos”™ ¢.)*

(11.12)

Questa, studiata per prima, fornisce le coppie di valori di ¢y ¢, per cui
’equilibrio ¢ possibile; esprime cio? il ramo di equilibrio nello spazio delle
configurazioni: nel caso attuale, due curve simmetriche nel piano ¢, «,
delle quali basterd considerarne una sola.
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A determinazioni effettuate (e Iindagine, fissato il valore di ¢, ¢ possi- _
bile solo in via numerica) si constata che il ramo di equilibrio individuato & :
sempre decrescente (instabile) nell’allontanarsi dalla sua intersezione (di- %
stinta dall’origine) col pill Basso dei due rami descritti dalie soluzioni 2) e
3); il tutto in conformitd di quanto descritto nel paragrafo 11.2 ¢ nella
seguente figura relativa al caso ¢ < 1.

”

N
~
.U

11.3.3. Nota

Che Pintersezione fra il primo ed il secondo ramo biforcato avvenga in punto
distinto dall’origine pu¢ trarsi dall’esame delta (11.12) facendo tendere a zero px ¢

Py
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Ne risulta il paradosso:
‘:\ Wy = C oy (11(‘,)

che esclude tale possibilita.

Se ora si fanno coincidere i due carichi critici distinti, (e cid richiede
che si ponga ¢ = 1) F, F* ed F, coincidono; P si porta in F,, P’ nell’origine
e resta il solo ramo instabile scomparendo la parte di percorso su un ramo
“distinto”.

Inoltre la curva nel piano ¢« € ¢, si specializza in una retta ed il fatto
che essa passi per 'origine non & pilt paradossale, (11.c), atteso il valore
unitario assunto da ¢,

11.3.4. Una modifica ol modello in esempio

Se, sempre con riferimento alla fig. 11.3, gli organi elastici si considerano insiti
neile cerniere di base, si da vita ad un modello diverso (anch’esso considerato da
Augusti):

Modello rigido a vincoli elastici con 1 vincoli elastici costituiti da cerniere elastiche
(o incastri cedevoli).

Quello trattato in precedenza & definibile invece come:
Modello elasto-rigide a vincoli perfetti essendo la rigidita insita nell’asta e Pelasticita
negli elementi che la ancorano allo spazio fisso.

Nel modello ora introdoito, le deformazioni che attivano gli organi elastici,
indicate come in precedenza con ¢, ed ¢y, coincidono con le lagrangiane assunte,

Invece delle (11.8) valgono le relazioni:

Oy = » Xy TPy {il.d)

e, fermo il resto, la E.P.T, si scrive:

7= éw(k;, @it ky @) = FI (1 = cos @« cos @) (1Le)
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Non si rileva, in questo caso, alcun degrado geometrico nella azione dei vinco-
i e Pequilibrio pud prevedersi stabile.

Le soluzioni, ottenute con le modalitd gid descritte, confermano pienamente
cid, dandosi ancora luogo ad una rappresentazione come quelia di fig. 11.5 con la
sola differenza che, dopo la seconda biforcazione (puato P), F cresce invece di
diminuire.

Facendo coincidere le due rigidezze {c = 1), il ramo biforcato (o meglio i due
simmetrici entrambi possibili, ¢ qui riemerge 'indifferenza che pud riscontrarsi in
modo ancora pill spinto su altri modelli) ¢ stabile.

11.4. i chiarimento di un equivoco

Ricollegandosi al discorso relativo al frazionamento delle lagrangiane
va attentamente considerato I'equivoco in cui si pud essere indotti nel’o-
perare con la (11.3), unione dei due insiemi (11.1) e (11.2), nell’ambito di
ciascuno dei guali ogni coincidenza di autovalori & esclusa e si & mostrato
che Pequilibrio in una biforcazione successiva alla prima (ove si pensi di
esservi ““in qualche modo” pervenuti) & instabile.

Trasferendo, infatti, quest’ultima proprieta (valida nei sottospazi ad n’
+ N+ 1 e n + N> -+ 1 dimensioni) al problema visto nella sua interezza
(nello spazio ad n + 1 dimensioni le cose sono diverse) qualche Autore ha
tratto il verdetio che in uno stato critico doppio (o multiplo) "equilibrio &
sempre instabile. Cio in base al ragionamento che, seppure in un ambito di
valori di fatto coincidenti, sia sempre possibile ordinare i diversi autovalori
in modo che uno preceda, seppure di un infinitesimo, I'altro e che quindi
al di sopra di esso non possa esservi che instabilitd. L'esempio precedente,
frettolosamente esaminato, setnbra confermare tali tesi erronea.

Affinché possa pervenirsi, invece, ad una pill ragionata previsione del
comportamento della struttura, seppure nello spirito di un frazionamento
delle lagrangiane che tende a spezzare il problema in sottoproblemi, dovra
operarsi come segue e cid, beninteso, quando la instabilith non appaia gia
in Fy o F{, condizione di per sé sufficiente ad emettere il verdetto di insta-
bilita.

Le configurazioni di equilibrio determinate in ciascuno dei sottopro-
blemi vanno saggiate, nei riguardi della stabilitd, con il riferimento agli
spostamenti derivanti dalle lagrangiane considerate nell’altro sottoproble-
ma. Ad esempio, il ramo di equilibrio (supposto stabile) che ha origine in
F| va esaminato, per quanto riguarda la qualitd dell’equilibrio, con riferi-
mento alle lagrangiane ¢; del gruppo Na.

Se una sola di tali indagini d& esito negativo il carico critico distinto
(F1-in esempio) va definito instabile anche se, nel sottospazio in cui era
stato individuato, era a ritenersi stabile.

Con tale restrittiva interpretazione dell’appellativo da attribuirsi ad un
carico critico distinto si elimina ogni possibilitd di confusione ¢ vale quan-
to di seguito riportato. '

|
|
:
F
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11.5. La qualita delPequitibrio

Da tutte quanto precede risulta che in un punto di biforcazione multi-
plo i singoli carichi critici “distint1’; appartenenti ciod a famiglie (o succes-
sioni, o insiemi) diverse, che sono fatti coincidere (e si tratta, famiglia per
famiglia, del primogenito) portano con sé le loro qualificazioni nella forma
restrittiva testé precisata.

Pertanto:

AFFINCHE UNA BIFORCAZIONE MULTIPLA SIA STABILE E NECES-
SARIO E SUFFICIENTE CHE SIANO TALI LE BIFORCAZIONI DI-
STINTE CHE 1.4 COSTITUISCONO.

Di contro;

LA ESISTENZA DI UNA SOLA BIFORCAZIONE DISTINTA INSTABILE
E SUFFICIENTE AD ASSICURARE LA INSTABILITA IN UNA BIFOR-
CAZIONE MULTIPLA CHE LA CONTENGA.

11.5.1. Esempio
Nella consueta, accettabile, ipotesi di trascurare il pre-critico (il sistema rettili-

neo & in equilibrio anche se le aste si accorciano) si sottopone a studio il sistema di
fig. 11.6.

F "2 EA= ooy l i m

‘pd‘/ﬁ’“ \i( "’E

b

Fig. 11.6.

Si calcolano con sviluppi in serie fino al quarto ordine:
- lo spostamento della sezione di estremitd:

_j_'wa-i-w;=2%(1—603'%)-{—1(1—603%):

1
%l (‘45'12 + ‘Pzz) “%l (‘!-"1‘1 - ‘92‘)
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- la rotazione relativa che interessa organo elastico di rigidezza k;:
g = 2(9;
- 1o spostamento che interessa Porgano elastico di rigidezza ka:
_ - L,
S = I sen Py, =] Py —E‘V’z

Poiché la E.P.T. va calcolata come:

1

T=2

k|§;2+—;—-k2£22—F~f

sffettuate le precedenti sostituzioni, le prime due quote di detta energia risultano:

T =24k @] +%k: I @y - 'le' (@’ + @) (11.6)
T = -k 2ot + Lo 4 o) (11.8)

Le consuete derivazioni di 7" danno luogo alle equazioni critiche:

{2) - 4k

‘Z,T(p =4k e -Fle,=0 = F;z——f (11.h)
H ,
(2} —

‘;3’;, =P -Fle,=0 = F=kl (1)
2

Tali due valori possono essere resi coincidenti ponendo:
i}‘—‘—x ki = & =wi~*kg % (11D

Si riconsiderano ora le espressioni (11.f) ed (11.g) di T e T ™ cosi da valutar-
le nel punto di biforcazione doppio; inserendo in esse i valori (11.) ed (1L.1), e agli
stessi risultati si perverrebbe esprimendo tutto in funzione di k; invece che di iy, si
otticne:

T = o per ogni coppia di ¢, € ¢,
=L peso Ly e 11
Tag ™ ! g " 2 (11.m)
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1l primo giudizio, esame di T, & di una uniforme indifferenza; tutti i canali
uscenti dal punto di biforcazione sono critici.
Ii secondo € che esiste un intero settore di instabilita per:

N 1 .
@t > 3 @

La caratteristica di carico critico instabile di ; di instabilith al punto di bi-
forcazione doppio.

11.5.2. Esercizio proposto

Nel caso di fig. 11.7 determinare e condizioni per cui si verifica un carico
critico doppio. Dimostrare che in corrispondenza di esso lo stato critico & stabile,

Ky

k2
ST A S
- oy 2

L lW/2 A 14 /2 [ i2/22§:__ l2/2

Fig. 11.7.




CAPITOLO 12

LE STRUTTURE REALL IMPE;RFEZIONI GEOMETRICHE

(Aldo Raithel ¢ Nicola Augenti)
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12.1. Premessa

Nel capitolo 6 si & dato breve cenno dei motivi per cui risulta necessa-
rio valutare, sul modello di calcolo di una struttura, gli effetti di imperfe-
zioni A che ne mutino la geometria iniziale. A causa di tali imperfezioni la
configurazione assunta dal sistema, quando tutti i suoi organi elastici non
risultano sollecitati (s; = O = §; = 0), sard diversa da quella C, finora
considerata e verra detta Cha.

In fig. 12.1 sono dati due semplici esempi. Il primo consegue ad un
errore di fabbricazione dell’asta orizzontale; il secondo ad un montaggio

-A +A

o

a) b)
Fig. 12.1.

erroneo, o ancora ad un difetto di costruzione dell’organo elastico.

I due precedenti esempi, oltre a voler evidenziare 1a differenza tra Co e
Cp, anticipano 1 due modi sostanzialmente diversi in cui le imperfezioni A
possono influire sul comportamento strutturale.
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Nel primo caso, in cui non si pud ovviamente trascurare la deforma-
zione assiale delle aste, risultera modificato il ramo naturale,

Nel secondo, posto E4 = oo, non si hanno pili un ramo principale
banale (asta verticale) ed un ramo secondario che prende vita per F = F.,
bensi un unico e ben definito ramo principale.

12.2. La configurazione di riferimento

Nella formulazione della E.P.T. la scelta del riferimento Cy (T'= O in
Ca) & quella che appare la pilt immediata e spontanea. Ostano peraltro a
¢id alcune considerazioni:

- difficolta di eseguire le valutazioni geometriche necessarie, deformazioni
s; e spostamenti f, partendo da una situazione scomoda come la Ch;

- opportunitd, pil che altro psicologica, di non abbandonare il riferimento
C, cui si torna se le A si fanno scomparire.

Per tali motivi si penserd di “costringere” il sistema in C,, ¢ questa
necessitd di costrizione deriva ovviamente dal fatto che per F = O tale
configurazione non & di equilibric (lo & la C,), ¢ di partire da quella
configurazione.

Cosa accade in C:

- & presente una energia elastica di deformazione negli organi elastici. Nei
casi di figura [2.1, rispettivamente:

1 EA: 1. .2
1, A , 2kA

- sono presenti sforzi S, negli organi elastici. Nei casi di fig. 12.1,
rispettivamente:

_ B,

S_g. = 5 l: R

Sa= 8=FA

La prima cosa non riveste alcuna importanza: la E.P.T. & definibile a
. meno di una costante.

La seconda ¢ facilmente ovviabile, basterd porre in conto, nell’espri-
mere la energia elastica W, anche il loro contributo: proprio come si &
fatto in 7.4 passando dalla E.P.T. globale a quella locale.

11 vantaggio & che tutto cid riesce in modo automatico. Consideriamo
il generico organo elastico (la sommatoria a tutti essi non muta il risulta-
to). Poniamoci in Ca: esso & scarico ma, rispetto a C,, si legge in corri-
spondenza di esso la deformazione s, che rappresenta “I'imperfezione A”
(proprio A nel caso degli esempi). Costringiamolo in C.: nasce in esso una
vera deformazione elastica, — sa. A partire da- C, facciamo evolvere le
lagrangiane: queste forniscono una deformazione 5. La deformazione tota-
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le dell’'organo elastico nella generica configurazione C sara allora — s, +
3™ Penergia immagazzinata varra:

W=t rhtg=

2
=g ksl —kses+ ks

2 ) o 2 Y
=W~ 5, s +~§~—ka 12.1)

Con simboli analoghi a quelli adottati nel paragrafo 7.5 porremo, fa-
cendo scomparire la inessenziale costante W' = kg /2 -

W= Ly + & (12.2)

Comparendo gli spostamenti s nelle loro quote infinitesime risulteri:

We=La 4 L%+ .+ 0% 4 o 4 (12.3)
e quindi:
wi =p,0
W =e9" 4,0 Vrsl (12.4)

La conclusione ¢ che, assumendo come riferimento la configurazione
C,, la energia elastica possiede in questo caso anche una quota del primo
ordine; essa costituisce il termine principale in cui sono contenute le imper-
fezioni A.

Cid detto su W, il discorso sul potenziale det carichi U & immediato,
Esso differisce, in C, ¢ Ca, di una costante; per la inessenzialitd di una
costante nella definizione della E.P.T. pud scegliersi, senza necessita di
modifiche, il riferimento C,.

Con cio la E.P.T. assume la sua forma operativa:

T=w"+wH+we+w+ ~FO M+
' (12.5)
del tutto analoga alla (7.2) da cui differisce, € si vedano le (12.4),:
- per la presenza del termine W (= L"),
- per il diverso significato dei termini W,

) Va osservato che, nel caso di un solo organo elastico, le deformazioni sa ed
s sono certamente di segno opposto. Nel caso pili generale sara certamente negati-
vo il lavoro La di seguito definito.
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In merito all’ultima osservazione va perd notato che se le imperfezioni
A vengono pensate piccole, e precisamente dello stesso ordine di grandez-
za delle lagrangiane, in ciascuna delle (12.4) il secondo termine che le con-
tiene, Ly", diventa trascurabile rispetto al primo; risulta allora:

AP (12.6)

¢ la differenza tra la (12.5) e la (7.3) & solo costituita dal primo termine,
W, In tal caso, con piena equivalenza di significato dei termini comuni,
ia (12.5) si scriverd: '

T=L""+ W+ w4+ w4+ -F(MN )
' (12.7)

Nel prosieguo si fard di solito riferimento alla (12.5), e non alla (12.7),
stante che, in via operativa, la W viene calcolata direttamente come nella
(12.1) cosicché a scomposizione espressa dalle (12.4) non viene in realta
effettuata. Ciononostante, le imperfezioni A saranno sempre pensate come
piccole perché ove cid non fosse, si tratterebbe in realtd di un sistema
diverso e di un diverso problema. Esso andrebbe affrontato in via diretta ¢
non, tortuosamente, derivandolo da un’altro.

12.2.1. Esempio

1l sistema perfetto & rappresentato in fig. 12.2.a; per esso viene assunta quale
fagrangiana @ la rotazione o cosicché ia deformazione dell’organo elastico & data
da (vedi fig. 12.2.a)

a}

i/2 /2
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Come imperfezione si considera assegnato uno spostamento A in mezzeria,
fig. 12.2.b. A tale A consegue la rotazione di una semitrave:

fl

2A A _2_4_)3
T +6( 7 + ..

= gre¢ Sen (—'é“)
wa 72

e la “deformazione iniziale” nell’organo elastico:

L’energia elastica W varrd, come noto,:

1 i
Wm—z'k (5 — sa) m"i"ksaz“kSAS‘“_;—kSz

Prescindendo dalla costante:

1
W =k sa?
risulta:
W= -k [%JF%(%)H ] 2<p+%k @ o) (12.2)

Confrontande con le (12.4) si riconosce esistenza delle quote infinitesime:

I Y
W(Z) — @(2} _ LS(Z} =2k ‘,’02 (Ls(z} Ery O)
W= @t - [ = —2—611‘3-133 o (@Y= e =0

Operando nello spirito delle (12.6) e (12.7), ovvero trascurando le potenze di
A superiori alla prima, si assumera;

L3
]

W=-85Ae+2ke (12.b)
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Per quanto attiene il potenziale dei carichi U, ovvero le quote di vario ordine,
F5, 7@, .., dello spostamento generalizzato f, le determinazioni andranno esegui-
te esclusivamente a partire dallo schema di fig. 12.2.b (¢ con c¢id si opera a meno
della costante U, = ~Ffa). N

12.3. La configurazione iniziale

Essendo nota la formulazione (12.5) della E.P.T. le equazioni di equi-
librio si ottengono da essa con le consuete derivazioni rispetto alle lagran-
giane. La generica di esse si scrivera:

T = m“) + m(l? -} H]f{f") R ”F(ﬁ“) +ﬁ(1? 4 ) = (128)

Va osservato che se si considera il valore assunto dalle (12.8) nella
configurazione C, con carico nullo (@ = 0, F = ) esse porgono:

To= T = W = L'¥ (12.9)

e per essere le WV delle costanti, segnalano la non nullita della variazione
prima delle E.P.T. in C,; cid era da attendersi perché 'equilibrio, per
F= 0, si stabilisce in C, e non in C,.

In particolare, quindi, la configurazione C, sard espressa dai valori
delle lagrangiane che, per F = (3, soddisfano le (12.8); queste si riducono al
sistema:

R+ w4 = w0 = M (12.10)

e da tale Cp avrad inizio il ramo naturale del sistema imperfetto.

Va osservato che per essere le (12.10) caso particolare delle (12.8), in
assenza di F, si & espressa in realtd coincidenza di T e W; ne deriva che la
condizione di minimo risulta imposta alla sola W e pud dirsi che: la confi-
gurazione C, assunta dal sistema sotto imperfezioni assegnate & quella che
minimizza ’energia elasiica di deformazione.

12.4. 1l ramo naturale di equilibrio

1t precedente discorso evidenzia che le imperfezioni geometriche han-

- 1o Peffetto di “mettere in moto™ le lagrangiane ancor prima che sul siste-

ma siano fatti agire i carichi esterni partendo, come di consueto, dal valor
nullo della loro intensita (F = O).

E d’uopo, a tale riguardo, fare qualche precisazione con riferimento

ad una eventuale suddivisione delle lagrangiane, valida per il sistema
perfeito.
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Se tale suddivisione sussiste, e sia la consueta: # coordinate Qr, N
coordinate O (che si attivano come ¢ = () sul ramo secondario) potrd
accadere:

- che le A chiamino in causa solo le Qc (in Ca @ Qx 7 0, Q; = 0)
- che le A chiamino in causa, “mettendole in moto™, sia le O, che le O,
interessando cosl tutti i gradi di liberta det sistema.

Nel primo caso, solo il ramo naturale risentird in modo diretto od
immediato delie A. Quello secondario, e quindi la biforcazione, esisterd
sempre; risentird al pili del fatto che debba dipartirsi da una configurazio-
ne C, diversa da quella da cui si sarebbe originata, C, ove il sistema fosse
stato perfetto.

12.4.1. Esempio

L’asta di fig. 12.3 ha una imperfezione A nella sua lunghezza I, 11 regime
pre-critico (ramo naturale) sard retto da:

__F(£A
0=w ="

F EA

[ LA ]

Fig. 12.3.

La presenza di tale imperfezione non influisce sull’esistenza del ramo seconda-
rio. Se si trascura A\, come eventnalmente si & gia operato nei riguardi di w, (e con
¢io si rendono coincidenti C, = C = () sara:

k
Foy = "1_

Volendo, e si fard C,2'C #C 4, potra sostituirsi / con ' =/ & A.

Nel secondo caso non si potra pid parlare della esistenza di un ramo
principale e di un ramo secondario. Si avra unicamente un ramo naturale
che assume caratteristiche derivate da entrambi.

Al verificarsi di <id, ed & ben intuibile, nella parte iniziale “comande-
rd” il ramo naturale perfetto; avvicinandosi al punto di biforcazione di
questo (biforcazione che scompare) “comanderd”™ il ramo secondario per-
fetto. Se questo & stabile, si avra salvezza della struttura: curva caratteristi-
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ca sempre ascendente (equilibrio di 1° specie); se & invece instabile, la curva
caratteristica dovrd piegare verso il basso: carico limite {equilibric di 2°
specie.)
12.4.2. Esempic

Con riferimento all’esempio precedente si considera una imperfezione A nel-
Porgano elastico di rigidezza k.

Pur trascurando la deformazione assiale, e I'eventuale tolleranza di lunghezza
dell’asta, risultera:

T:%k(ﬁowA)l—Ff

Espresso lo spostamento:

= 71— =L 1 4.

la E.P.T. si scrive:

T —m—k (@ - AY - <P + 5'1
A questo punto la equazione di equilibrio:
daT _
de L=
fornisce 1’equazione del ramo naturale:
=t _o-8
I o-¢'6 (12.¢)

che ha, ovviamente, inizio da ¢ = A e si sviluppa in continua ascesa.

In figura 12.4 sono illustrati possibili andamenti di legami come it (12.¢). Essi
variano col valore assegnato a A e tendono, per A — O, alla soluzione del sistema
perfetto: ramo naturale, in questo caso degenere per avere considerato E4 = oo, ¢
ramo deviato.
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K/t

~A +A A
Fig. 12.4.

12.4.3. Esempio

St riconsidera il caso di fig. 10.1 (esempio 10.4.1} introducendo nell’organo
elastico una imperfezione A cosicché nella configurazione C, asta non si presenta
pid rettilinea.

La espressione {10.a) della B.P.T. si modifica in:

4
T =%k v - AV —%(vl tapt ) (12.d)

per cui Pequazione di equilibrio si scrive:

2
Tv=k(v—A)—-‘;i(v ot ---)mo

Da questa si deduce immediatamente Pequazione del ramo naturale:

= (12.¢)

che ha inizio per v = A,
Se si cerca il massimo di F la condizione F, = 0, scartata la radice negativa
(per cui sarebbe v < A), porge lo spostamento corrispondente:

ve= A (1 +/ 1 +%f’-) (12.6




182

Sostituendo questo valore nella (12.¢) per ogni valore di A resta definito;
Faax = Fym (ki, &) (12.g)

In fig. 12.3 sono illustrati possibili andamenti di legami come il (12.¢).

k/t F(v)

F{v,A)

\i

8] [ s '

Fig. 12.5.

Naturalmente, anche in questo caso, per A — O si riottiene il comportamento
del sistema perfetto. In tale tendenza si riconosce piena conferma a quanto affer-
mato in altra occasione: il carico critico instabile di un sistema perfetto ha totale
significato di carico Hmite sul ramo secondario.

12.4.4, Esercizi proposti

1 due precedenti esempi si sono svolti esprimendo ia E.P.T. in termini di vario
ordine, come di fatto sempre necessario nei casi reali, ed in conformitd degli svi-
luppi teorici. La semplicita dei casi ne consente immediata soluzione in forma chin-
sa. Se ne richiede la formulazione ed il confronto con i risultati innanzi riportati.

12.5. Le equazioni di equilibrio

La precedente descrizione del ramo naturale di equilibrio, ¢ le semplici
esemplificazioni che se ne sono date, &, naturalmente, del tutto conforme
alle indicazioni che possono trarsi da una discussione generale delle equa-
zioni di equilibrio,
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Cid viene di seguito fatto in pieno confronto, e non potrebbe essere
altrimenti, a quanto svolto al capitolo 8, con riferimento ai sistemi perfetti,
ed in particolare al paragrafo 8.3.

Si inizia quindl riscrivendo le (12.8) con la sola modifica formale di
raggruppare i primi due termini energetici:

WO+ LN+ W+ W+ L —F(+ P+ =0
(12.11)

Osservato che la soluzione effettiva dovra dar luogo a un valore di ¥
indipendente dalla particolare equazione utilizzata, si deduca tale valore
proprio daila equazione i-ma rappresentata dalla (12.11):

WP+ Ly + P+ w4+

= L, =F(Q) (1212

Da tale espressione si trae sublto che, salvo la modifica del pnmo
termine dovuto alla costante L' A i cui appaiono le A, la discussione si
svolge in modo del tutto analogo a guella condotta sulla (8 9).

La soluzione del 1° ordine ¢ ovviamente fornita da:

(W(z) + 7 (1]) Wﬁz) L“]a,i
f(l) f(l] + ﬁ“)

(12.13)

e d:ffensce da quella del sistema perfetio sia per il diverso valore che qui
assume W,'?, vedi la seconda delle (12.4), che per la presenza del secondo
addendo, dove le imperfezioni appaiono in modo pili esplicito.

Essa costituisce la parte principale della soluzione: tangente nell’origi-
ne al ramo naturale.

Le modificazioni a tale soluzione, quando al crescere della deforma-
zione, ovvero delle lagrangiane, non sono pill trascurabili i termini succes-
sivi delle (12.12), & ovviamente demandata a W™ ed f*%; in loro mancanza,
al primo successivo non nullo.

Non ci dilungheremo su tale discorso dando qui per integralmente tra-
scritto il contenuto del capitolo 8 nella parte successiva alle formule (8.9)
ed (8.10).

Dovremo peraltro precisare che, pur mantenendo le predette conside-
razioni piena validita, le valutazioni dei segni possono risultare apparen-
temente del tutto capovolte; ove accada quanto detto, e nonostante cio,
concettuaimente nulla sard mutato.

Riesaminando gli esempi 12.4.2 ¢ 12.4.3 appare che 'inversione di se-
gno dell’imperfezione A & del tutto irrilevante; a seconda di tale segno si
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percorre un ramo di equilibrio o un’altro simmetrico del primo. L'esisten-

za di tale simmetria & perd caso particolare, assicurato dalla mancanza di

T8 ¢ pil in generale, dalle quote dispari nella espressione della E.P.T."".

Cid premesso, riesaminiamo la (12.12), e ancor meglio, la (12.13); cosa
accade si si cambia segno alle A ?

- 1a *‘costante™ L“};,; cambia segno essendo lineare nelle A;

- il termine W), lineare nelle Q, deve anch’esso cambiare di segno.

1} ramo di equilibrio, e 1a teoria del 1° ordine ne rappresenta nello
spazio R™ (carico-lagrangiane) la tangente iniziale, prende inizio con @
di segno opposto. A tale cambiamento di segno sono insensibili i termini
pari della E.P.T., mentre lo seguono i termini dispati, primo tra essi T e
quindi W™, 11 suo ruolo si inverte.

Se per A di un segno, W & auspice di equilibrio di 1* specie (stabilita
crescente, curva caratteristica sempre ascendente) per A di segno opposto,
dara profezia di equilibrio di 27 specie.

Affinché tali profezie assumano il carattere di certezze ¢ noto che bi-
sogna esaminare anche f%; ma £ ¢ forma pari nelle {, non cambia se-
gno, ed allora;

- IN UN SISTEMA DISIMMETRICO IL RAMO NATURALE DI EQUILI-
BRIO HA CARATTERISTICHE DIPENDENTI DAL SEGNO DELLE
IMPERFEZIONI.

- IN UN SISTEMA SIMMETRICO LE CARATTERISTICHE DEL RAMO
NATURALE NON DIPENDONQ DAL SEGNC DELLE IMPERFEZIONI

Il ruolo determinante & ancora una volia assunto, nei casi che esista o
che sia nulla, da W*®.

Al rami naturali generati dalle imperfezioni sark dato genericamente il
nome, gid utilizzato, di RAMI NATURALI IMPERFETTI; quando perd
viene precisato valore e segno delle imperfezioni, e quindi st perviene alla
precisa identificazione di uno di questi, ad esso daremo il nome di RAMO
IMPERFETTO COATTO.

Nel concludere noteremo come possa ritenersi utile inserire imperfe-
zioni “ad hoc” cosi da obbligare la struttura a seguire un ramo di equili-
brio pil forte; con cio si ricade nella tecnica delle distorsioni impresse.

12.6. I casi di simmetria

Quando si considerano problemi simmetrici si ricade nelle possibilita
gid esaminate in sede di esemplificazione.
La prima di esse & che le imperfezioni, anche esse rispettose della sim-

Y GHi esempi ricordati sono “costituzionalmente simmetrici™; tale & il ramo
naturale assunto, Q = 0; tali, sempre, i rami secondari (nullith delle quote dispari
della E.P.T. nell’intorno del canale critico, vedi 10.6).
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metria, attivino solo le lagrangiane Ok, gid non nulle nel caso di sistema
perfetio (esempic 12.4.1).

In tahi situazioni la curva caratteristica F-f del sistema non cambia la
sua qualita con le imperfezioni'A; le variazioni sono solo quantitative e la
rappresentazione ¢ quelia di fig. 12.6:

F Jl F“l
=0
T - b=0
. ~
Fcl‘itmm Fiim‘- JE—
| a0
L I =
T~
/ i A=D
] e
Fa fa 'EA #lim f
a) ‘Y]

Fig. 12.6.

In a) si & illustrato un caso di stabilitd crescente, con punto di biforca-
zione stabile; in b), pur sussistendo in generale pericolo di biforcazione sul
tratto ascendente, si & evidenziata la influenza delle imperfezioni sul carico
limite.

La seconda possibiltd ¢ quella gid considerata negli esempi 12.4.2 ¢
12.4.3: tutte le lagrangiane sono inizialmente impegnate dalle imperfezioni.
A seconda del segno di queste esisteranno, per ogni loro valore, due rami
naturali perfettamente simmetrici. Nella rappresentazione in termini di
curva caratteristica, F-f, tali due rami coincidono e c¢id mostra la ines-

A A
A=0
Feritp = = = — — = Feritf —— ——=— ——

; A#D | A=0
J

| Frim-+- <

z | ARo

i !

| > : i -

fA Ferit f A Ferit F
Fig. 12.7.

senzialitd del segno di A sulia tipologia della soluzione.

In fig. 12.7. a) si & esplicitamente considerata la modifica del ramo
imperfetto nel caso di biforcazione stabile: scomparsa del carico critico.

In fig. 12.7. b), dove il punto di biforcazione si ¢ considerato instabile,
la modifica dovuta alle A non ¢ solo guantitativa: al pericolo di carico
critico si sostituisce quello, pid insidioso, di carico limite,
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12.7. Il caso di asimmetria

Ove la struttura su cui si considerano le imperfezioni sia non simme-
trica, il problema diventa pitt complesso. Nel prosieguo lo riguarderemo
prescindendo da una eventuale biforcazione e cid stante il fatto che essa,
presentandosi in una configurazione ben definita, C,:

- non modifica il ramo naturale nella parte che la precede, e che & quello di
interesse;

- da luogo nella sua prossimita, che ¢ la unica parte che si prende in consi-
derazione, ad un comportamento simmetrico.

Cio stante, si diano le A e ad esse corrisponda il ramo naturale imper-
fetto che si origina, per F = 0, in f). Senza togliere generalith al discorso
supponiamo che esso si presenti come nella fig, 12.8.:

A<p® A=Q

A>O

Y

N A f

Fig. 12.8.

Tenendo presente la (12.13), che rappresenta la tendenza iniziale del
comportamento strutturale (teoria del 1° ordine), facciamo diminuire le A.
Man mano che queste diventano pi piccole, diminuisce £4 ¢ la tangente
iniziale ruota fino a pervenire alla posizione che le compete nel sistema
perfetto, ove passa per Porigine. Se consideriamo A ancora piti piccole, e
quindi negative, anche f, diventa negativa e la tangente iniziale assumerd
ad un certo punto una inclinazione limite che non potrd in ogni caso supe-
rare; ¢i0 avverrd per un particolare valore delle imperfezioni, A = A*, cui
corrispondera f = fas, che si ditd IMPERFEZIONE CARATTERISTICA.
Essa ¢ tale da bilanciare al meglio la asimmetria insita nello schema strut-
turale e segna la fine di un possibile comportamento. Se si fa diminuire
ancora A, e si va quindi ancora pitl a sinistra in fig. 12.8, la struttura si
comporta in modo diverso da quello iniziale nel senso che alcune delle
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lagrangiane che si annullano per A = A*, evolvono ora con segno oppo-
sto: nel diagramma F-f ¢i6 ¢ denunciato da un “ritorno™ della tangente.

La possibilitd innanzi considerata mostra come le imperfezioni, al va-
riare di segno, possano, oltre certi valori caratteristici, spingere la struttura
da un comportamento asimmetrico connaturato, ad altro comportamento
asimmetrico innaturale.

12.7.1. Esempio
Si riconsidera 'esempio 8.8.3, nel quale si & studiato il comportamento defla

struttura perfetta di fig. 12.9, cui si attribuisce come imperfezione la tolleranza A
sulla lunghezza dell’asta verticale.

<| 9
B
v
w
Fig. 12.9.

Le convenzioni ¢ le ipotesi di base sono quelle gid adottate nell’esempio citato;
A viene assunta positiva verso il basso.

La espressione (8.h) della E.P.T. va corretta per quello che & il contributo
dell’asta verticale (termini in p). Lo spostamento nella direzione dell’asta, Az, & ora
somma di quello necessario a riportare la struttura da Ca a Co (= A), e di quello
dovuto alla lagrangiana v (= -»)'"’; lo spostamento normale al’asta, An, & sempre
dovuto alla lagrangiana w (= w):

Art=4+A-v ;| An=w
La variazione di lunghezza dell’asta vale allora, vedi esempio 4.5.1:

_ 1 AP _ 1,
Al=At+555= Ayt

) Si assumono positivi, come di consueto, gli spostamenti che tendono ad
allungare I’asta.
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¢ I"energia elastica di deformazione:

_ Eds

__]-_EA2 2 (:_ 11 2):

a7 Al ES By
:___EA*(I Py Ao e LAY 2)
Y A-%v%*‘”zw 2Av+lw TVW

Arrestandosi ai termini di terzo grado nelle lagrangiane, & trascurando la co-
stante in A%, si ha:

EA.lp(é_“ﬁz—ﬁzv—Ev +—;—Z ﬁ’)

Dal confronto con la (8.h) si vede che vanno aggiunti i termini:

ATzAW=EA;19(-£$+»%~ISW) (12.h)

Tenendo conto dei loro contributi (derivate) nelle equazioni di eqailibrio (8.m)
gueste risultano cost modificate:

V2 V7

Tw=0) 7 W*4—ﬁ"pﬁ_ﬁ+pﬁa'—=0
(12.3)
2 - =
(T, = 0) ww‘gw:w . —%p w-pA=F
Dalla prima si deduce:
i
VEV(R) == (2.
vy +p W
e posto questo valore nelia seconda:
2 ~\£_2—+ Pl
= __ V2 _ R
F 4w+pw~—2- 5P W (12.m)

che definisce il ramo naturale.
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L’ estremo di F, Fun, € individuato dal valore di w per cui:
f!f__ . o o 3 3 \/"2_._2 3 1 2 B
e Fe= 0 = w+4PW+8p2w~*(8—p~2+aa)—0
(12.0)
Assegnato p = 10%, e facendo variare A, si sono ottenuti i valori di seguito
tabellati:
B Ml;l? Fh'm
45107 1,749-197° 0,3217
35-10°° 1,672:107° 0,3244
25-10°¢ 1,587-107 0,3272
15-10°% 1,492-107* 0,3302
5107 1,383-107* 0,3334
0 1,322:107 0,3351
- 5107 1,255-107° 0,3369
15107 1,004-107 0,3408
225407 0,086-167 0,3454
-35-10°° 0026107 0,3527
4517 -0,035-107 0,3422

Essi confermano pienamente "andamento previsto:
- per A=0 siritrova una soluzione nota (struttura perfetta};
-per A >0 sihaun deterioramento rispeito ai risultati del sistema perfetto;

-per A<<O i ha un primo tratto in cui prevale ancora il comportamento del
sistema perfetto (W > 0) ma si ha un irrigidimento della struttura;

- per A = A* il cambiamento di comportamento che qui si ha per A * = -37#10°;

- per A <A* il nuovo comportamento (W < 0) e 'inizio di un nuovo deterio-
ramento per A ancora minori.

Ovviamente pud aversi il caso esattamente opposto a quello considera-
to in fig. 12.8 e nel precedente esempio. Basterd a tal fine pensare che la
struttura “perfetta” sia quella la cui geometria contiene imperfezioni mi-
nori delle A* qui esplicitamente considerate. Per essa vale identicamente il
discorso precedente ma la situazione sull’asse delle f sard configurata al
contrario: il cambio di comportamento avverra prima di scavalcare Iorigi-
ne. In tal caso, e contrariamente a quanto prima verificatosi, il superamen-
to della imperfezione caratteristica da luogo ad un comportamento strut-
turale meno efficiente.




CAPITOLO 13

LE STRUTTURE REAL!Y: FORZE DI DISTURBO

(Aldo Raithel e Nicola Augenti)
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13.1. Premessa

L'avere gid discusso di imperfezioni geometriche semplifica notevol-
mente il discorso relativo alle forze di disturbo, rappresentate dal loro pa-
rametro ¢i intensita D gid introdotto nel capitolo 6.

Se infatti si pensa che PACCIDENS, rappresentato da D, si verifichi
prima dell’azione delle forze principali, ovvero per F = 0, si ha che queste,
al loro insorgere {F crescente a partire da zero) troveranno il sistema in
una configurazione, ¢ sia Cp, diversa da quella di riferimento C,. Per D =
cost (massimo valore dell’accidens che si considera) si percorrera allora
nello spazio F-0Q, un ramo di equilibrio disturbato, la cui la configurazione
generica sara detta Cpr.

Se si pensa, al contrario, di applicare prima F, e si percorre quindi il
ramo naturale indisturbato, ci st arresti al generico valore F = cost: confi-
gurazione Cr. Una successiva applicazione della D, fatta crescere beninteso
staticamente da zero al suo valore finale, trasporterd il sistema da Cr a
Crp.

Orbene Cpr e Crp coincidono e pertanto lo studio pud essere condotto
ipotizzando che sul sistema avvenga per prima Papplicazione della D.

Che tale coincidenza sussista & immediata conseguenza del modo stes-
so in cui ¢ formata la EP.T.:

T=W-Ff-Dd (13.13

Essa non riconosce “‘primogenitura™ F e D hanno eguale dignitd e
presenza nella (13.1) tanto che nolla osterebbe a far ritenere F disturbatrice
e D principale. Una volta, ciog, assegnate Fe D, le equazion di equilibrio,
che si deducono daila (13.1), sono uniche.

Cio stante, potremo sempre pensare che le F agiscano, come detto
all’inizio, sul sistema disturbato, configurazione Cp e da cid deriva una
piena analogia col caso delle imperfezioni.

13.2. Le equazioni di equilibrio

Non sussistendo alcun discorso preliminare sulla formulazione della
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E.P.T., formula {13.1), dovra semplicemente considerasi la sua espressione
reale nelle varie quote infinitesime in funzione delle lagrangiane:

T = W(2)+ W{3) "I.N W(4) o} ”".‘“'F(f“) +f(2)+ ) +

D@V +d¥ 4y (132

In quest’ultima, una generica attribuzione di piccolezza alla D consen-
te, ma non & comunque cosa necessaria, che si trascurino d® ed i termini
successivi. La generica equazione di equilibrio, esplicitata come di consue-
to rispeito ad F, fornisce allora:

(WD =~ Da'"™y; + W + Wi+

F= e (13.3)
e il del pari usuale avvio, teoria del 1° ordine,:
(W(Q) — Dd“)) ;
F= —fm(gm-—-w {13.4)

Non ripeteremo la discussione fatta con riferimento alle imperfezioni
net paragraft 12.5 e 12.6; essa si di qui come interamente trascritta con la
sostanziale sostituzione della parola “imperfezione” con ““disturbo™.

Ne consegue che, a seconda del segno D, possa attuarsi uno dei due
RAMI NATURALI DISTURBATI. Naturalmente, fissato il segno di D, solo
uno di questi sussiste e verra detto RAMO DISTURBATO COATTO.

13.2.1. Esempio

Si ripropone Pesempio simmetrico 12.4.2 che, adatiato al problema attnale, si
configura come appresso:

l

Fig. 13.1.
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Risulta:
§=e f=l(l—cos=¢):i(p2—-!_q,4 P
. 2 . 24 vas (p
e pertanto:
R SR . I SE AR O
r= 3 ko ) (“o 12 Dl o {13.2)
L’equazione di equilibrio T = O fornisce:
i D
! @
F= ; (13.b)
@
@~ —
6

Si constata che per F= O la lagrangiana ¢ & gi attivata;

DI
Q= @y = —k—— (13.c)

e che, al crescere di ¢ oltre tale valore, si ha un andamento consimile a quello di
fig. 12.4.

13.2.2, Esercizio proposto

Partendo dal caso considerat'{\) in 12.4.3 si mostri, come, per A= Qe D # O,
si pervenga a risultati consimili a quelli di fig. 12.5.

13.2.3. Esercizio proposto

Rinunciando agli sviluppi in serie, inutili data la semplicitd degli schemi con-
siderati, si dia la soluzione esatta dei precedenti esempi.

Ovviamente nel caso che, per D = (O, preesista simmetria i due rami
disturbati saranno simmetrici ed equivalenti: in termini di curva caratteri-
stica saranno rappresentati da un unico diagramma.
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Cid non accade se la struttura & disimmetrica e potra, anche questa
volta, addivenirsi ad una definizione di DISTURBO CARATTERISTICO
che indicheremo con D*. Prescindendo qui da ovvie considerazioni sui ver-
si (svolte nel caso analogo di A*) ayverra.che:

- per D < D* Pandamento del ramo disturbato non sara molto dissimile da
quello del ramo naturale indisturbato;

- per D > D* si perverra ad un andamento sostanzialmente diverso (cam-
biamento di segno di alcune lagrangiane).

Il pericolo & ovviamente a ricercarsi nel fatto che si possa instaurare,
scavalcata D*, un ramo disturbato coatto sostanzialmente pid debole di
quello naturale (curva caratteristica piti schiacciata).

13.2.4. Esempio

Si riprende ancora una voita in esame la struttura degli esempi 8.8.3 ¢ 1271,
questa volta perfetta ma soggetta ad una forza di disturbo D orizzontale nel nodo
B. Essa viene assunta positiva verso destra: concorde allo spostamento positivo w.

Le modifiche da apportare aila E.P.T., data dalla (12.h), sono questa volta
banali; aggiunta del termine:

AT = - Dw (13.d)

Ne risulta modificata solo la seconda delie equazioni di equilibrio (12.i) (deri-
vazione rispetto a w); eseguita la adimensionalizzazione:

D

b EA,

il sistema risolvente & quindi:

(T. = O} TW— V—pW V¥ ~-D =0
. {13.¢)
To=0) Y2 Gtpv-tpi?=F
Operando le consnete sostituzioni, ¥ = ¥ (w) dalla prima nefla seconda, risulta:
—‘ﬁ—?w - D
¥ = 13.
5 (13.£)
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che fornisce Pequazione del ramo disturbato.

Proseguendo:
X =0 = "3+3\/‘2+ (]z+”9”)ﬂo
a 800 180" o (13.1)

¢ la (13.h) da i valori dello spostamento w allo stato limite.
Assegnato p = 10°, ¢ facendo variare D, si sono ottenuti i valori di SEgUito
1abellati:

-D ﬁ Fﬁm
20-107 7,348-107 0,0773
15107 6,67710°° 0,1249
10-107* 5837107 0,1780

510 4,644-107 0,2409
1107 2,788-107° 0,3092
0 1,322 0,3351
- 1107 -1,030-107° 0,3613
- 5107 -1,826-107 0,3450
-10-10™ -2.311-107° 0,3342
-15-10™ -2,649-10 0,3257
-20-107 -2,918-107 0,3184

Essi confermano pienamente 'andamento previsto:

- per D=  siritrova una soluzione nota {(struttura indisturbata);

- per D> O  sihaun deterioramento rispetto ai risultati del sistema perfetio (in
questo caso particolarmente rapido);

-per D<@  sihaun primo tratto, non visibile col passo della precedente tabel-
lazione, in cui prevale il comportamento del sistema perfetio
{w > 0) ma si ha un irrigidimento della struttura; :

- per D=D* il cambiamento di comportamento che qui si ha tra D = 0 e
D =-1-10", Ad una indagine pit spinta risulta D¥ = -0 125107
avendosi in corrispondenza w = O, F = 0,43;

- per D<D* il nuovo comportamento (W < 0} e l'inizio di un nuovo deterio-
ramento per D ancora minori (comunque piti lento che per D > 0).

13.3. Conclusioni

Atteso che la scelta di uno schema strutturale ¢ sostanzialmente detta-
ta dalle sue funzioni, e quindi dalle azioni principali che dovra sopportare,
pud ben comprendersi come esso possa rivelarsi particolarmente indifeso
rispetto all’imprevisto. In tal senso prendere in considerazione turbative ¢
di estremo interesse € qui esse si sono rappresentate con forze di disturbo.
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La risposta strutturale a tale tipo di azioni & del tutto simile a quella
mostrata nel caso di imperfezioni. Per sistemi simmetrici pud pervenirsi a
leggi di equilibrio sostanzialmente difformi; nei sistemi asimmetrici, oltre a
doversi considerare situazioni di inversione di comportamento (alcune la-
grangiane cambiano segno), puo verificarsi un deterioramento del compor-
tamento di base che, a differenza di quanto accade per le imperfezioni, pud
assumere aspetti quantitativi di notevole rilievo come nell’esempio che

precede.




: ELASTICITA NON LINEARE
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14.1. Premessa

Lo studio di base sull’equilibrio e la stabilitd delle strutture & quello
condotto con riferimento all’adozione di materiali perfetti. Tanto perfetti
da esibire un legame costitutivo elastico-lineare-indefinito; di un tale mate-
riale si sono pensati costruiti gli organi elastici considerati nella presente
opera.

E peraltro noto che una tale schematizzazione pud non coprire ade-
guatamente il campo di mdagme di volta in volta necessario; una elasticita
ancora perfetta ma non pil lineare, pud essere impegnata; ancora pill

oltre pud entrarsi nel campo delle deformazioni residue (leggi di carico ¢
scarico non pil coincidenti).

Pur senza volere entrare in tale ultimo campo, e si tratterebbe in effetti
di un vero e proprio calcolo spinto fino alla rottura, & sembrato necessario
non sottacere quali stravolgimenti concettuali possano derivare da un
semplice sconfinamento dal campo lineare a quello non lineare seppure,
sempre, in elasticita perfetta.

A tale sconfinamento viene dedicato questo capitolo.

14.2. L’energia elastica di deformazione

Si & pilt volte avuto occasione di dire che la vita strutturale & condizio-
nata daila forma W, attitudine ad assorbire energia; essa si crea ¢ si co-
struisce parallelamente alla costruzione della struttura reale. Ove fosse
possibile realizzare una struttura capace di immagazzinare energia in gua-
lunque forma le fosse somministrata, ovvero, in campo statico, per qua-
lunque distribuzione di azioni ad essa applicata, questa sarebbe eterna ed
indistruttibile. Stante la impossibilitd di pervenire a tanto limitiamoci, per
una struttura assegnata, a vedere come 1 suoi destini futuri possano essere
influenzati dallo *“scostamento™ da una legge elastico-lineare, Di tali pos-
sibilita si & gid discusso nei capitoli 3 € 4; si & ivi notato che si pud correg-
gere Pandamento lineare adottando leggi che presentino, oltre al termine
di pnmo grado che lo rappresenta, altri termini di grado « > 1. La discus-
sione ivi condotta ha mostrato che Passunzione di termini di tale tipo, e ¢i
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si & limitati ad una forma binomia, non pud essere del tutto arbitraria:
vanno rispettate le ipotesi assunte a caratterizzare una perfetta elasticita.
Operando in tali limiti, e con forma binomia, si & visto come in realta
operare la “correzione” della elasticita lineare equivalga ad affiancare, ad
ogni organo elastico lineare, un altro organo non lineare.
Le reazioni offerte dai due organi valgono rispettivamente, vedi (3.8),
(4.6) e (4.7):

Si= ks , Se = ko | 5% | (sgn 5) (14.1)

e I'energia globalmente immagazzinata nel “parallelo™ costituito dai due
organi elastici, vedi la (4.8), vale:

AL

at1
5 ko i st (14.2)

A
a+ 1

E chiaro che “giocando” opportunamente su « e k, pud modificarsi
’energia immagazzinata e, quindi, influire in ogni caso specifico sul desti-
no strutturale.

Soffermandoci pilt attentamente su tale influenza, ricordiamo che, in
campo elastico lineare, la intera W & suddivisa in modo discontinuo:

W = W(E] + + W(4) 4 (143)

fra 1 termini di vario ordine nelle lagrangiane; essi trovano la loro origine
nella prima parte della (14.2). La seconda quota di tale energia, e conside-
riamo anche esclusivamente quella corrispondente alla parte del primo or-
dine, s'", dell’intera s, sard di ordine & + 1. Vigendo per  I'unica limita-
zione che sia & > 1, tale quota energetica, che chiameremo W™, potra
situarsi dovunque, ¢ col segno attribuito a k,, dopo W™,

Per a ¢ | I, 2 [ essa si situerd, ad esempio, come segue:

W=w%+ w4 ooy @y (14.4)

mentre per a € ] 2, 3 [ sarebbe:

w=w?+wH+ w4 (14.5)

¢ risulta ovviamente inutile proseguire nelle esemplificazioni.

Consegue da cid che appena si abbandona la teoria del primo ordine,
per cui ¢ W = W' a elasticitd non lineare, ed era ben logico, faccia
sentire pesantemente la sua voce nel problema. 4

Cio accade sul ramo naturale, nel caso della (14.4), dove il ruolo gui-
da, prima appartenente alla W', viene ora assunto da W™ che lo precede.
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Cid accade ancora sui rami secondari dove, stante la nullita di w®,
W diventa termine guida sia nel caso che sussista la (14.4) che non la
(14.5) ovveroperae} 1,3 [.

Nel chiudere I'attuale discorso osserveremo che i comportamenti reali
sembrano tutti indirizzati nel verso di far considerare, nelle (14.1) e (14.2),
valori di k, negativi; in altri termini appare ben improbabile che possa
doversi considerare un materiale in cui la tensione cresca piti rapidamente
della deformazione corrispondente. Al momento comunque, ed in veste di
pura ipotesi, cid non verra escluso.

14.3. Influenza sul ramo principale

La presenza del nuovo termine introdotto nella W ha diretta ripercus-
sione sulla E.P.T., ¢ quindi sulle equazioni di equilibrio. Ponendosi nel
campo di validita della (14.4), dalla generica di tali equazioni si trarra per
F, invece che la (8.9}

wit -+ Wi+ W+ Wl + L
F= PN (14.6)

Nulla muterd sostanzialmente nel comportamento strutturale salvo il
fatto che, a seconda del segno di k,, lo scostamento dalla teoria del 1°
ordine sara influenzato proprio da tale segno. Per k, > O si avrh un com-
portamento piu rigido, per k, < O una curva caratteristica F-f pit schiac-
ciata; nel secondo caso se si era gia (k, = O) in equilibrio di 2* specie, il
carico limite risulterd diminuito.

Trattandosi in ogni caso solo di una variazione quantitativa, € non
qualitativa, non ci soffermeremo oltre sull’argomento.

[4.3.1. Esemplio

8i riprende }o studio dell’arco ribassato dell’esempio 8.4.5. Il comportamento
lineare viene corretto aggiungendo all’energia ¢lastica la quota, vedi la (14.2),:

2
&?If%L pet we] 121 (14.2)

W =2

dove il moltiplicatore due si deve alla presenza di due aste €, come detto in (14.2),
si sano trascurate, neli*esprimere #7®), le deformazioni di ordine superiore al primo
(s= s = vh/P),
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Introdotto tale termine nella E.P.T., ed espresso l'equilibrio, 1a (8.d} diventa:

ha
Fm’i%w(zwrzﬂ“ws*ﬁww) (14.b)

in cui si & introdotto il rapporto:

Y= (14.c)

Posto & = 1,5 e y = 20,1 si sono ottenuti i seguenti vajori dello spostamento
adimensionalizzato corrispondente a Fuyax = Fum, ¢ di Fum. Tra essi si & inserito il
risultato gia ottenuto in 8.4.5;

Y v Ejm
+0,1 0,485 0,446

0,0 0,426 0,385
0,1 0,374 0,335

ed il tutto & conforme alla teoria che precede.

14.4. Influenza sui rami secondari

Indubbiamente gli effetti pil rilevanti di una elasticitd non lineare si
manifestano nelle modificazioni che si riscontrano nei rami secondari e ¢id
pud essere, A PRIORI, chiaramente giustificato.

Le equazioni dello stato critico involvono la parte di secondo ordine
della E.P.T., T, ed essa, a stato critico identificato (primo autovalore
F, = Fear € corrispondente autovettore ¢; noti) si annulla identicamente
lungo il canale critico: T %= 0 ™,

Stante la congenita nullitd di 7" la espressione della E.P.T., da cui si
deriva il ramo secondario, si presenta allora nella forma:

T = e b T 4L (14.7)

I puntini che precedono il primo termine non nullo indicano una sta-
zionarieta “forte” di T e corrispendono, in via fisica, alla consolidata idea
di INDIFFERENZA dell’equilibrio allo stato critico.

11 post-critico, e quindi la qualitd dell’equilibrio, & affidato a T™ e di
cid si & ampiamente discusso in 10.4,

*) Si nota come il pedice ¢ ricorda che Pespressione (in questo caso particolare
7% va calcolata per F= Fp,
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Quanto precede, ovviamente, in elasticitd lineare perfetta. Ora, ¢ sia-
mo in elasticitd non lineare, puo inserirsi, tra il segno di eguale e 7, il
termine W), Sara:

T WO 70 (14.8)
e nelle vicinanze dello stato critico, che diremo NEAR FIELD utilizzando
una dizione anglo-sassone o, all’italiana, NEL VICINO, comandera W ()
W >0 =  k,>0  STABILITA
WO<O =  k,<O  INSTABILITA

Al crescere della deformazione, ovvero delle lagrangiane, diversd pre-
valente T cosicché, e saremo nel FAR FIELD, ossia NEL LONTANO,
ritroveremo la nostra versione dei fatti:

TH>0 | STABILITA
T <0 INSTABILITA

Si conclude Pattuale discussione con la precisazione, in senso storico,
che le dizioni NEAR FIELD ¢ FAR FIELD, seppure gik usate da altri Auto-
ri, hanno qui trovato una precisa guantificazione: campo degli infinitesimi
inferiori al quarto, campo degli infinitesimi a partire dal quarto.

14.4.1. Esempio

Si riconsidera ancora una volta lo schema a mensola di figura 9.3 con
EA = o0, Al suo organo elastico, in B, viene perd questa volta attribuita una elasti-
citd non lineare cosicché la E.T.P. assume la forma, considerata questa volta in via
esatta,:

T=W-FI(l —cosp) =

_ 1, 4 1
=k T e

abi

~ FI (1 ~ cosg) (14.4)

Si ha successivamente:
Te=lke+ ko ¢ — Flsenp =0

€ posto:
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si ottiene:

3
kotye?
T e D 14.
."F ) sen @ (14.2)

La {14.e} descrive, ovviamente, il ramo secondario con inizio da:

k
Fchrit:T

che perd assume le insolite forme che si leggono in fig. 14.1.

Per -y > O & confermata la piena stabilith del ramo secondario, cosi come
assicurato dalla positivitd di T che si desume svituppando in serie I"ujtimo termi-
ne della (14.4), qui traftato in via esatta.

F A
¥>0
¥=0
/j\ *
AN
- - ~ %<0
__/ e \MM’ -

Flim
NEAR | FIELD | FAR FIELD

Fig. 14.1.

Ancora pil interessante & la rappresentazione per v < (. Pur trattandosi di
un caso intrinsecamente stabile si osserva, nel vicino, una incertezza di comporta-
mento ancora pill spinta della, una volta, temuta indifferenza. Il carico sopportabi-
le diminuisce dopo la biforcazione fino ad un valore, qui indicato con Fj, che ha
proprio il significato di un carico limite invertito {minimo ¢ non massimo su un
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ramo di equilibric). Segue la ripresa strutturale: prevalenza di T e termini
SUCCEssivL

Ultima osservazione: il passapgio dal pre-critico al post-critico & per tangente,
piena continuita di comportamento, in salita ed in discesa; risulta infatti: | E,|, = o,

14.4.2. Esercizio proposto
L’esempio [0.4.1 & relativo a un caso in cui Pequilibrio post-critico & instabile.

Mostrare che in campo elastico non lineare si hanno gli andamenti indicati in fig.
14.2.

F A
- NEAR| FIELD FAR FIELD
|
Flim T 420
>
Ferit _ .
/—_ I\ ‘\ "‘P
\
/ =)
~ \\ ¥
~ ~
— - \“-.
~----.x<0
<
Fig. 14.2.

Dimostrare in particolare che i rami secondari sono tangenti all’asse verticale,

Ad esempi sviluppati I'inserimento di W™ nella (14.8) assume piena
evidenza. Tenuto conto che nella realtd assumono importanza i casi di k,
{0 <) negativi si osserva che:

— La STABILITA POST-CRITICA implica una fase iniziale in cui
I'equilibrio & instabile. Una esitazione nel comportamento strutturale che
fa si che Pequilibrio si stabilisca nel lontano; cid & ben conosciuto ad accor-
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ti sperimentatori ed aggravato, non causato, dalle imperfezioni A certa-
mente esistenti nella prova pil accurata: fig. 14.3.a.

F4 ‘:‘ ‘ F 4

Ferit <,

Ferit
Flim —>> \4~//f -

A#0 Flim A7O

Fig. 14.3.

— La INSTABILITA POST-CRITICA si sviluppa con un andamento
particolarmente insidioso. In presenza di imperfezioni A il ramo naturale
imperfetto esibird un Fi, che potra risultare molto discosto da Foe ™,

14.5. Breve discorso sulla asimmetria

Nel concludere il presente lavoro verita storica vuole che si consideri
un sscondo caso di instability asimmetrica, questo in elasticitd non lineare.
Esso ¢ stato supportato da molti Autori e sull’argomento:

- € stato anticipato un drastico giudizio nel paragrafo 10.6;
- S0no state poste le basi di tale giudizio in 3.3 e 4.6.

Il tutto nasce dall'uso di una espressione della energia elastica W in cui

$i ¢ inserito un organo elastico non lineare, che segue la legge:

S=lis+k s

senza sottoporlo preventivamente ad alcuna prova. Nessuna considerazio~
ne ¢ stata svolta sul “parallelo” di organi elastici cosi rappresentato e non
ci 51 & accorti di quanto evidenziato in 4.6.1. All'inserire nella (14.4) il
termine W™ si & in realtd situato sulla struttura uno strano ordigno. Visto

I La situazione ricorda, ma & ancora piii grave, il degrado del carico limite in
un caso (7 di instabilith asimmetrica.
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da un lato sembra anche lui un organo elastico {(assorbi-energia), visto
dall’altro puo essere interpretato come un motore (0 un aspiratutto): ener-
geticamente & rappresentato da:

¢ per s > O si ha il primo comportamento; per s < 0 il funzionamento
¢come generatore in cui si somministra lavoro motore.

A questo punto approntiamo Pattrezzatura ideale per registrare la
curva caratteristica F-f della struttura ed iniziamo la prova. I} carico cre-
sce: arrivati ad Fui come proseguira il diagramma?

Avviciniamoci alla struttura, che sta accadendo? L organo elastico &
combatte una eroica battaglia: salteila tuit’intorno alla struttura e bilancia
Fori (2 in questo bilancio T si annulla). Sia Fux che ki sperano in rinforzi,
sembrano Napoieone e Wellington a Waterloo: arriverd +7'* o arrivera
-T™2 Non si sapra mai! Arriva prima:

w2 Ly g

Nel fervore della battaglia s " oscilla intorno allo zero, un pd positivo:
tutto bene! Un pd negativo: catastrofe. La W™ innesca un processo a
catena, & cubica; il motore parte, (o ’aspiratutto va in funzione) ¢ la strut-
tura scompare, portata via.
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