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Le pagine che seguonc racecolgono gli
appunti da me presi nefle oxe dedicate alla prepa-
rnazione de££e Zeozioni di STATICA che ho Zenutfe ne-
gli Anni Accademicd 1976- 77 e 1977~ ?8 presso L1IALL
tuto Un4uenb4zanLo Statale di Anch¢£e£tuna di Reg-
gio Calabria. Volutamente eAanZLaﬂL, 24 consegno
agli allievi con £'auuen£&menzo che essi cosEiLtUL -
seono softanto una gu&da ragionaia pek uno studio
onganico delfla matenria, e dunqua &n nessun modo pos
sono sostituire o sunnogare Le £gz¢on¢ ed £ Libad .
di testo che sempre rimangono 4 s0ii e cgnzi stnu-
menii per L'apprendimento e 2! approfondimento del-
La discdplina.

Nicola Augenitdi

Reggio Catabnrdia, maggio 1978.




I - RICHIAMI DI CALCOLO VETTORAALE

I, l) - DEFINIZIONI

RIFERIMENTI una- terna di assi %,v.,2 dl rlferlmen
to con orxglne nel punto O si definisce 3.
gitogonale se gli assi formano fra loro tutti ange
li retti; cartesdana se glii as51 s0N0 rettlllnel':
,£euog¢&a se un osservatore orlentato nella dlre31o
' . ne e nel verso 4i 'z vede 1‘as-
'se x ruotare in senso antlora*
rio per sovrapporsi ad y,ovve-
ro, con una 1mmed1ata regola
prat;ca, se gli assi x,y,z so-
. no diretti risp@ttlvamente co~
- me polllce, indice e medio del
fig.1.1 la mano destra(vedl fig. 1. 1)

SEGMENTTI ORIENTATI : sono i segmenti sui quall sia
L - ' fissato un verso; il segmento
- ﬁ9{;=r orientato rappresentato - in -
’ fig.2.1 avente come origine o
, primo estremo il punto O e co-
. me estremo Ribeno o secondo e-
fig-2-$ SO ét&emo il punto P si 1nd1ca’
7 _ ~con la notazione (p~0) . Un seg
'mento ormentato & caratterlzzato da quattro elemen
tm : OﬂLg&na, Eunghezza, d&ﬁez¢one, ueaéo.

SEGMENTI ORIENTATI EQUIPOLLENTI : sono tuttl i seg
menti orlentatl aventl la stessa lunghezza, dlre-
zlone e verso. - : e

GRANDEZZE SCALARI sonc le gxandezza caratterlzza
bili con loro mlsura in una certa scala (ad es.:la
‘temperatura), gli-enti atti a rappresentarle, 1 nu
merl reall, 31 dlcono Aaaﬁa&&, : : 2

HGRANDEZZE VETTORIALI 't _sono le grandezze caratte-~
frlzzablll con una lunghezza, una direzione ed un
‘verso (ad es.:forze spostamenti); gli. enti atti a
_rappresentarle si dlcono vaita&&.




i

VETTORT LIBERI : sono enti costituiti da un numero
reale detto funghezza o wmodulo , da una dinezione
e da un verso; i vettori libexi si indichéranno
nel seguito con lettere sottosegnate, 1 loxo: moduy
1i con le sole lettere non sottngegnate.. . .

fRAPPRESZNTAZIOME FLOMCTRI»A DET WETTORY : fgtituen
dc una corrwsponoanza fra vatsori liberi e segmen-
TR ‘orientati equipollenti dello’ spazib, si'‘pud rap
presentara geometrmcament@ un vettore libexo con
ia classe di segmentl orientati eguipollenti aven-
1 1a lunghezza, la direérione ed il verso del vet-~
tore. Se {”—0) % uno dei segmenti orientati equi-
pollenti aventce ;Unghez a, direzione e versc del
Vettore 11bero u, QEE0 rappras@nta gcomatrmcamente
‘u'e B BCrive i W (@wO) o

1I suo modulo vale : u = PO

"UETTORE APPLICATO - lglﬁsieme'di'mh vetﬁore'iibe
ro. u e-del suc punto di appllcaZLOne P; esso si in
dlca oon Ja notazlona {(P,u) .«

'UETTORE UNTTARIO 0 VERSORE : & un vettore di lun-
ghezza unltaria, i1 vettore un;tarlo avente dire-—
zione & vmrsc de1 vatfore libero u si indica con
vers 4 e si dice’ vanéome di o us per def1anl0n8 ri
~gulta allora'z ve;s u u/u';' S - o

VETTORE NHLLO : & un vett ore dj ]unghe?za nulla e
si 1nd3ca con 0 T : : ¥

UGuAGLIAMZA FRA UETTORI L?BERI é dua vnttorl lmbe“
ri si dicono mguoﬁ& se hanno 1la steasa 1unghe42a,
’la stessa ﬁlrQZ?One, lo stesso ver@o, g R

.COMPONEMTE vr JN UETTOQF u SECON?O UNA RETTA ORIEN
TATA & : al xnd?ca con u. ed & 1o scal&ﬁe prodctto
' fra i1 modulo o del vettore °
R ‘ad 11 coseno dell!angolo @’ fog
W{? “ g mato daila-divezicne ‘orientata
5 e di i con ld direzjone della
““retta'ﬁs-‘anw”u"éOQa:'GEQmetri




camente & rappresentato dal segmento 0P’ della
retta £ i cui estremi O' e P! si ottengono proiet
tando ortogonalmente su. 4 gli estremi O e P del
segmento_rappresentativo di 4 . Risulta ovviamen
te w = o'pt({vedi fig.3.1). :

1.2) - OPERAZIONI FRA VETTORI L1BERI

SOMMA DI VETTORI : & l'operazione che associa‘agli
i vettori liberi u,=(1-0), & =(2«1),.;..gim[n*&r4)]
i1 vettore somma R = (n-0) detto risuliante il cui
. 'segmento orientato rappresentativo {n-0) & il 'lato
di chiusura della poligonale di origine O ed ulti-
mo estremo n, che si ottiene riporitando successi-
~vamente, & partire da un punto

0, i segmenti orientati rappre

sentativi dei vettori componen

AL Wy olpsaness u_ e che prende

nome di poﬂigong del vetitond

R = + U +.¢a-uhé“’u
- _ﬁi -z . TR
Proprietd : Wty = viL
(uy) +w =+ (VW)
utl= o |
fig.4.1 LR Ao
7 wr(=w) =0

DIFFERENZA DI VETTORI: & 1'operazione che associa
| ' ai due vettori u e v il vetto
re somma di u e dell'opposto
di v {v.fig.5.1)s '
o : w - v-=u +{~v)

ey — —

Fig.5.1

PRODOTTO DI UN VETTORE u PER UNO SCALARE ¢ : & la
operazione che associa al vettore ued allo scalare
¢ il vettore di module <ceU 4 direzione uguale a
. gquella di g, Verso uguale od opposto a guello 4i U
" a geconda che sia ¢>0 oppure c<0. Tale operazio
ne consente di esprimere sempre un vettore 4 cone




prodotto della sua intensitd u per il suo versore

o

LU= uevers u

fi

Proprietd : ctheu) = chu
' (e+h)u = cu+ hu.
futvle ='cu+.cy.

PRODOTTO SCALARE DI DUE VETTORI wewv :'si‘indica

con uxv ed & l?operazione che associa ai due vet-
tori u e v lo scalare pro&otto "dei moduli dei vet-
tori e del coseno delltangolo o che le direzioni o
rientate dei due vettori formano tra. lorq,-ovvero

il prodotto del modulo di unc dei due vettori. per

la componente dell*altro sulla sua retta di appli-
cazlone ‘ - : G et

‘ @ XY= eyeCOse = U U B Yool oo

| - - v u

,Tale operazxone conaente ‘di esprimere la componen-
te. del vettore u. Sulla ‘retta orientata r come pro-
dotto scalare ai” U per %l versore & avente direzio
ne.e verso 4i- rs :

U = U = 2
r - -

I1 prodotto scalare di due vettori e nullo se uno
dei vettori ha modulo nullo o se i due vettorl so-
no ortogonali ’

Proprietad : X

: ﬁ
4

cux
gx(U+ Y=

Per indicare il prodotto scalare di due’ vettori' ol
tre alla notazione & x A s1 adotta spesso la nota-
zione -y

PRODOTTO UETTORIALE PI DUE UETTORI u e v 7 gi indi
ca con ulhv ed & l'operazione
che associa. ai vettori u e v il
‘vettore prodotto w il cui modu-
lo & dato da u-vssene{prodotto

" dei moduli dei vettori -per:il
seno dell'angolo formato dalle
direzioni orientate dei vetto-

Ly
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ri stessi), la cui direzione & ortogonale ai vetto
ri uev , il cui versc & tale che la terna U,Y,%
risulti levogira.v.fig.6.1). ' ' '

uhy =@

11 prodotto vettoriale risulta npullo se uno dei due
vettori ha module mullc oppure se i due vettori so -
no paralleli.. ‘ : -
Proprietd uhv= =vhd
cuhv=c(uhv)
uh (viw) = uhyruhw

PRODOTTO MISTO DI TRE VETTORI u, v, % & si indica. .
con uhy x £ ed & 1'operazione che associa ali vetto:
ri 4, v,£ lo scalare che si ottiene moltiplicando
scalarmente per i il vettore prodotto di uAY S Ta=
le scalare rappresenta anche 11 volume del paralle
lepipedo avente per lati i segmenti rappresentati-
vi dei tre vettori. Il prodotto misto si annulla

se & nullo il modulo di uni dei vettori, se due di
essi sono paralleli o se i vettori sono complanari.

EQUAZIONT VETTORIALT : dati i vettori u,y,d deter-
minare gli scalari ¥,7,2 in modo che sia . -

ux + vy + wz = d

Una equazione di guesto tipo si dice vettoriale .
con incognite scalari e, geometricamente, corri-
sponde al problema della scomposizione del vetto-
re d nella somma del tre vettori ux,vy,wz. L'inco
gnita x si ottiene moltiplicando, ambo i membri
dell'equazione, prime vettorialmente per v e poi
scalariente per w s = = S
uxAv @+ vy Ay xw@ + wzhvxw = dAvxw,
da cui risulta : |
e dAvxw dxyAw

—— —

L

X =
. whvw o uxuAw

" Analogamente si ottengono i valori delle altre-ig-”l

T




cognite

iz
%.‘
fe o
_—
=N

uox dAw.
‘ _ o
YT Wy xw 17 wox yhw

1i)) - RAPPRVQ”NTAZEGNE CARTESIANA DEI -VETTORIL-

gi consideri una terna levegira di riferimento X,¥,
z di assi cartesiani or LOGOn&ll aventi origine 0 e
siano L.,1.k ordinatamente i vezuorl degli assi.
Dato il vettore V Gi orlgln@ 0:'e" deftl a,B,y 1i co
seni dlLettori della sua a:re?zone ‘orientata, le

componenti &3 @ccongo q11 as x,y, sono gll
scalarl 3 - : S 3
. \}_.z_—_ Ve g U_x,f',..‘« . ‘-u‘v.,.z_\, \ n =, b'x.{'“” Um ‘V‘f” g vxhk ;
Elevando 31 qua&fato e sommando si ha:
I T S AV S AR S
U ""U At U t{,"(.‘l +B ""i"’\,f } oy Y
XL M. Zoo oo R L
. P T o1 ¥: B L L TR s
v =/vi + v2 + 2
I A 4 Z e

e sostituendo tale valore nelile prime tre telazig
ni risulta : : o : I
v v ' ' v

5 " Ry o s s } 3{ Y E s I s Z -
O‘. = g = - : - yvo= ‘ - :
/U2+v2*u2 13-‘”'J02+U2+u2“*”““"¥02%624v37*
Y e By ) Y nE ey Y : Z
né‘bx,vyiﬁé si- ?cono aompanen£¢ Q&&f@é&dﬂé del -

vettore Vv e Sl acxave u m(u gv ,u ) not; dunque‘
i tre scalari v PV Vo rlmina un?vocamente defi-
nito il vettore v “in ‘medulo tramite l’espxe3910m
ne di v,in ‘direzione e verso tramite le espressio
ni d4i o,B8,v. Cid consente peraltro di affermare
che ogni vettore si puo caratterizzare compluta—
mente tramite una terna di scalari. e dungue esiste
una corrispondenza wiunivons -fra’ vettori e terne

S di- numerd reali che ne cogtituiscono. le. componenn,
ti.



pDato il vettore generico V = {P~0) esso pud essere
scomposto secondo
gli assi ®,y.,z nel
8 : la somma dei tre
vettori (a-0), (B~0)
(C~0) per cui ri-

%:5 sulta (v.fig.7.1):
Jﬂﬁb’ﬂf (P-0)=(A~0) +(B-0) +

S (C-0)
i~ ~ed essendo
i {(P-0) = v
:4;\9 S =Y. - (A-D) #UX_._(,_
i .
____________ (B-0) =v

% /A | vt

(C~0) =uz§

‘si pud scrivere :
fig.7.1 , ,
s v =y_4+v_ftv_k
A D
che prende nome di espressione cantesiana del vet
tore v 0 espressione del vetfore v in componentd
cantesdiane. ; ‘
Dette %,Y,%2, le coordinate del punto P, essendo

Kaﬁx, Eé:y‘-(;a%z
- si pud scrivere :
. Cpo=xdtyitzk
ovvero : - e T
P =0 +x£+yi+z£

che prende nome di espressione cantesiana del pun-
to P 3 il punto P di coordinate X,¥.,Z rapprésenta
cioé 1l'estremo libero del vettore di origine O e
componenti cartesiane X,¥,Z.

1,4) - OPERAZIONI SUI VETTORI IN COMPONENTI CARTE-

STANE
pati i vettori u,v,w in componenti cartesiane :

w=ud+uftruk




;sg ¢
l.[1 4

w/t,"rWJ 4 f’c‘.
Pt i

;u

“SOMMA o1 UETTORT:

Coa Ay = 4—".}. ;oo
ﬁ.f Y (u v, (u +v I *lu v ]k

0IFFEREMZA DI UETTOR;

v - v = {u ~v 1L #lu -V b +u -v k.
- =~ x ®' y oy z Z -

PRODOTTO DI UN VETTORE u PER UNO SCALARE C

cu = cu i+ ou { + cu k
N & - z~

PROGOTTQ SCALARE D1 VETTORI

wox V= v Fuyv Fuv
- - X X v v zZ @

PRODOTTO VETTORTALE DI VETTORT .
Vi i e

w A v =] U 7N {L

- - b1 y o2
Y V] Y
® ol A

-

6 i1 vettore dato dalla soluzione secondo l&'priina
riga del determinante simbolico avente ordinatamen
te per elementi i versori degli assi e le componen
ti dei vettori. ' '

PRODOTTO MISTO DI VETTORI

R ! ) u
UAv x W = v Y "
=t % z ;
w W W
% y 7




[.5) - VETTORI APPLICATI
MOMENTO 8i un vettore applicato (A,u) rispetto al

polo 8 & il vettore libe
ro (v.fig.8.1):

Me o M= (a-B)Au

avente modulo Kgounsen¢,

direzione normale a quel

la dei vettori (A-B) ed

U, Verso +ale che 1 vet-

tori (A-B)}, u, M_ costi-

. - —B
tuiscano una terna levo-
gira; 1l segmento orien-

tato rappresentativo di

M viene contrassegnato con la doppia freccia. Si :

osservi che : ' - - L

- il modulo del vettore momento & anche dato dal
prodotto del modulo del vettore U per la distan
za d della sua retta di applicazione dal polo Bj

- i1 momento non cambia se u si sposta lungo la
sua retta di applicazione; ‘ -

- i1 momento di un vettore applicato-& nullo se il
vettore & nullo o se il polo appartiene alla sua
retta di applicazione. B

Dette ux,uy,uz le componenti cartesiane di u’ ed

jig.8.1

(x.,v ,zA) e (xB,y ,ZB) le coordinate dei punti A
e %, %‘espressioae cartesiana del momento polare &
data dalla socluzione del determinante simbolico :

A i k
M= (KA"XB)(yA-yB)(zA*zB)

23 U Y
x Uy =

MOMENTO ASSTALE di un vettore applicato (A,u) ri--

spetto alla retta orientata ¥ di versore ¢ & lo

_ scalare,..componente cecondo la retta ¥, del momen ..
to di tale vettore rispetto ad un qualungque punto

0O di essa ; :




M = (A=0)Au x &
T

gi osservi ‘che ¢ °'M_ si annulla guando u=0 oppure
i1 vettore (A,u) e la retta r sono complanari;

M & anche uguale al prodotto del modulo di u per
12 minima distanza di esso dalla retta r.

HOMENTO RISULTANTE 4i un sistema di vettori appli-
cati (A, ,u;) rispetto al polo P & il risultante
dei vet%orz momento w;? dei singoli vettori rispet
to al polo P - .

-Ep = 1; (a7P) Ay

Se i vettorl hanno tutti lo stesso puntc di appll~
cazione 4, il momento risultante rispetto al polo
P & dato dal momento rispetto a P del risultante R
dei vettori u, applicato in A (teoremsa di. Varlgnon)
**@P 2 (A=P) Al = (A-P) AL, u = (A~ ~B) AR
Dato un smstema di. vettorl apbllcat1 (A U ) e, due
poli-P.e Q il momento risultante risgpetto ,al polo
P& uguala alla somma del momento rlsultante r1—
spetto al polo Q e del momento rispetto al. polo P
del risultante R del sistema di vettori appllcato
in 0 (teorema dello gspostamento del polo)
Infatti :

Hy Z (A ~P) AU, mz (3 mQ+Q—P)Au
=m5 (A »Q)Au +(Q~ P)Azl_l
e dunque;:

My = Myt (Q-PIAR

51 osservi che il momento risultante di un sistema
di vettori applicati & indipendente dal polo se e
solo se il risultante R = 0 oppure se P varia su

di una retta parallgl& ad R.

. COPPIA Y& un sistema di ‘due vettori, appllcatl (A1,‘
u) € (A ru) aventl uguale intensitd, direzioni pa-




rallele e verso opposto. Il momento risultante dl
- tale sistema 3

.“% = (A, ?Azh)wﬁy:..

8 indipendente dal polo essen .
do R = 0 ; i1 modulo ‘del vetto
re memento & dato anche dal

L proaotto u'b del moduls' dei due
.K>\\¥_ _ vettori per la distanzab fra

| B fié-gxfh le retie di applicazione dei

o L vettori, detta bracelo della
coppla,'ll momento risultante di una, coppla € nul
lo se i vettori hanno modulo nullo o se nulla la
loro distahza e ¢ioé hanno la stessa retta di appll
cazione{v.fig.9.1). )
INVARIANTE SCALARE di un sistema di vettori appli~
cati & il prodotto scalare del risultante R e del
momento risultante M rlsnetfo ad un qualungque polo.
Moltiplicando scalarmente per R- I'espressione del
teorema dello spostamento del. polo si ha 3

C MP % _R_ = MQX.;@ S (Qm'p) I\LB‘.:. 5 E = —MQ * g
e cioé comunqgue si scelga il polo, il prodottoxfra
. risultante R e momento risultante M del sistema di
i‘vettorl appllcatl, non varia.

In forma cartesiana:
‘ R x M

L

R M FRM R M '
KXYy

ASSE CENTRALE di un sistema di vettorl appllcati a
vente risultante non nullo & il luogo dei punti ri
spetto ai.guali il momento rlqultante- parallelo
ad R oppure nullo, - :

SISTEMI PIANI ﬂI VETTORI sono quelli i cui vettori
appartengono. tutti ad uno stesso piano; taliisiste
mi hanno invariante scalare nullo esgendo R ed M
"~ sempre ortogonali.

' SISTEMI DI VETTORI: PAQALLTLT sono quelli i cui vet
tori sono fra lroro QaralL liy.tali sistemi hanno




anch'essi invariante scalare nullo essendo Red M
sempre ortogonali. S -
STISTEMI PIANT DI VETTORI PARALLELTI sono quelli co-
stituiti da vettori paralleli e giacenti su di uno
stesso piano; dato un sistema piano di vettori ap-
plicati paralleli (P, ,u.) al ruotare dei vettori
atﬁo:pojai.lo#o punti d applicazioneﬁ?i, liasse
centrale ruota attorno ad un punto C detto cen
trno del sistema. | ' |

EQUIVKLENZAﬁFRA'SISTEMI D1 VETTORI APPLICATI
Dati ‘due sistemi’ di vettori #pplicati aventi rispet

tivamente risultanti R, ed R, e momenti risultanti:
=15 ¢ Mg " yispetto ad un polo P, tali sistemi si

M 3
aiBono eghivalenti se vale'una delle proprietd: se~
guenti : : B - ,
- gualungue sia. P risulta :
R R My T e
- se esiste un polo O tale che R
51 = _‘;_2_2 ¢ ﬁ“;) = E{ZQ "Qppure
- se esistono tre punti nori allineati A,B,C tali
che =

oppure .

W

{gl#.”2A,m = M M M.

1 = Mo 7 Mo T By

In particolare un sistema di vettori applicati ‘aven
ti risultante R e momento risultante M & equivaten-
fe a zero se vale una delle proprietd seguenti :
~ qualunque sia P risulta :

e R =03 Mo = 0 oppure

- sgﬂggiste”ﬁnAﬁqgo 0 tale che : ..
R= 0; M =0 oppure
- gse esistono tre punti non allineati A,B,C tali

.che & -

' Ogni sistema di vettori applicati & equivatente al
proprié risultante R applicato in un punto T ar-’
bitrarisménte prefissato e ad una coppia di momen=-

-2 -




to uguale al momento risultante del sistema rispet

tc a T.

I sistemi aventi invariante scalare nullo RxM = {

(quali ad esempic i sistemi di vettori concorrenti

in uno stesso punto, o i sistemi di vettori paral-

leli, o i sistemi di vettori piani) sono equivalen

ti al proprio risultante R applicato all'asse cen~

trale se R#0 oppure ad una coppia se R=0 .

Due sistemi di vettori equivalenti possono essere

trasformati o ridotti l'uno nellfaltro con sole 0-

perazioni elementard, lntendendo per operaziond e-

Lementand :

- la composizione di pili vettori applicati nello
stesso punto;

- la scomposizione di un vettore applicato in un
punto A in pil vettori applicati in A;

~ l'aggiunta di una coppia di braccio nullo;

~ la soppressione di una coppia 4di braccio nullo.

[,6) ~ POLIGONI FUNICOLARI PIANI

Sia dato un sistema piano di n vettori applicati
(A, ,ul) e siano r, le loro rette di applicazione;
costriito il pollgono dei vettori di vertici 0,1,
2Zeeeesionassonn, € scelto un punto P non appartenen
te al detto poligono, si proiettino da .esso i ver
tici_della polmgonale- P si dice pofo, i segmentl
OP, 1P, ZP...lP...nP hagg& proiettanti. Il poligo-
S i cui lati 0'1%, 172° (n-1)n sono paralleli
ai raggi pr01ettant1 ed i cui vertici 17, 2, ...,
it....n! appartengono rispettivamente alle rette
r, ¥ ,,..r eoaX di applicazione dei vettori si
dice paﬁ&gono ?unicoﬂa&z di polo P.
In figura 10.1 & esemplificato il caso di n=4.
Considerata‘l'arbitrarietd della scelta del polo e
della posizione del primo lato del poligono funico
lare, si pud dire che i poligoni funicolari che con
nettano un sistema piano di vettori applicati pos-
sono essere 3.







TEQOREMA FONDAMENTALE : un sistema piano di vettori
applicati & equivalente al vettori (P-0) ed (n-P)
applicati al primo ed all'ultlmo lato del poligono
funicolare.

La retta parallela al risultante R del sistema d4i
vettori, passante per l'intersezione del primo e
dell'ultimo latoc del poligono funicolare &, per de
finizione, l'asse centrale del sistema; il sistema
& equivalente quindi al risultante R applicato a
tale retta(v.fig.11.1). |

La condizione di equivalenza a zero di un s;stema
piano di vettori si esprime graficamentfe con la con
dizione che sianc chiusi sia il poligono del vetto
ri che il poligono funicolare : se infatti il poli
gono dei vettori & chiuso si ha che 1) risultante
R & nullo (il suo segmento rappresentativo & un
punto), se inoltre & chiuso il poligono funicolare
si ha che & nullo anche il momento risultante M xi
spetto ad un qualunqgue pole e ¢id in gquanto i due
vettori (P-0) e (n~P) cui il .sistema & riducibile
risultano applicati alla stessa retta e costitui~
scono quindi una coppia di braccio nullo. Nella fi
gura 12.1 & riportato un sistema di vettori appli-
cati equivalenti a zero per il quale risultano quin
di chiusi sia il pollgono dEl vettor1 che il poll—
gono funicolare.

I1 metodo dei poligoni funicolari consente in parti
colare la risoluzione grafica di alcunl problemi ri

guardantl i sistemi piani d1 vettori appllcatl.

a) ridu21one di un sistema piano di vettori al pro
prioc risultante R applicato alllasse: centrale
se R#O oppure ad una coppia se R=0 . Il primo
caso & rappresentato in fig.11. Ay mentre per il
secondo. caso, di fig.13.1, dato un sistema di
vettori a risultante nullo, per il gquale sia
cioé chiuso il poligono dei vettori, si verifi
ca che il poligono funicolare ha il primo e lo
ultimo lato, paralleli; a tali lati per il teo
rema fondamentale vanno peraltro applicati i







b)

vettori (P-0) e (4-P) ed essendo guesti ugauli
in modulo e direzione ed opposti in verso costi
tuiscono la coppia cul il sistema & equivalente.
riduzione di un sistema piano di vettori a due
vettori, uro applicato ad un punto assegnato ed
un altro applicato ad una retta del piano non

passante per esso(v fig.14.1).

- Dato il sistema piano di vettori appllcatl(a '

A ,ui} A, u ),(A4,u ) e assegnato il pun

to T e la re%ta r si costruisce un poligo

no funicolarxe ‘di polc P il cui primo lato passi
per T; detto S il punto di intersezione dello

. fig.14.4

wﬁitimo lato del poligono funicolare con la retta

r, e detta s la retta passante per i punti T
ed S, si traccia per P la parallela ad s e
per l'ultimo estremo del poligono la parallela

ad r individuando in tal modo il punto 5. I vet

_tori (5 -0) e (4~5) applicati- rispettivamente al
"punto T ed alla retta r; sono i vettori cerca
“ti :. considerando lnfattl il sistema c¢ostituito

:ﬁdai_ve?tori applicati (1-0),(2=1), (3-2),.(4-3),

- 17 -




chluso sia ll wollgono éex vettorl che qqello
funlcolare. S T T My

c) viduzione diun %mstema Plano di vettori . ad un
vettoresapplicato- ad un punto assegnato piﬁ una o
coppia [v.fig.15:%). i 4 e
Dato 11 “sistemna p;ﬂno dl vettori applﬂcatl {A

pollgono ‘finicdlare si sccmpongono’ta}i vettorl

secon&o la'dirazione deld Pagss™ centraie e secon




a}

do la direzione ad essa ortogonale. Risuliando
(P=0)={5-0)+(P~58)} e {(4-P) = (5-P}+{4~3) il siste
ma & aguivalente ai vettori (5-0) e ({P-5} appli-

‘cati in T e (5-P) e (4-5) applicati in S8 e dun

que essendo (4~5)+{5-0)=(4~0)=R , il sistema da
o risulta equivalente alla risultante R appli-
cata in Q pil la coppia costituita dal vettori
(5=} e (P-5)}.

determinazione del centro di un sistema di vetto
ri paralieli{v.fig.16.1}.

Dato il sistema piano di vettori applicati paral
leld €AT’& ¥ o (Az,u Y, {ABfa ) i traccia un po

hY
A
Ay
S

Aé k\. 4de

£ig.16.1

iigono funicolare generice di polo P,; la retta
¢, parallela alla risultante (e ciod alla comu-~

ne direzione dei vettori) passante per 1'inter-

sezione del primo e dell'ultimo lato del peligo
no funiceolare rappresenta l'asse centrale. Ruo-

~tati qulndl tutti i vettori attorno ai lorc pun

ti di applicazione di un angolo ‘e, si costruisce

- 4G -




unDRove’ pollomna funicola re=&inpaic‘Pz & dun~
‘gue il puovo asse centrale ¢, : l'intersezjona
fra le rette c, e ¢, rappresenta per definizio
he il centro ' del Fistema di vettori ed infat
- &ttarnﬁ ad eszo ruocta l'asse cenktrale guando
iivettori del sistema ruotano attorno ai loro
punti 4i applicazione.

1.7 - VETTORT MUMERICI
i definisce veiiore mumeh&oa a dL a&d&ne n sul
'aaW@Q_ﬁQ&e £, un insieme ordinato di n clementi di

C, @yee..@ | che si diconc componeantd del wettore
e si gorive

=

a = {a?, Rgpoesvty y

In particolare gi & visto che ii gen@r;cﬁ vattare
libero 3 & ﬁ@flnLLQ dai tre scalari v, v ., ¥_ Che
gecmety camente ne ?&yp!@ﬂmﬁﬁdh@ le c@mpaﬁentl sa-
condo qLL assi 4i Uﬂd terna cartesiana’ ortogonale;
algebricamente u sard allora un vettore numerico
di ordine tre ul campo dei numerl rea11 e zi in-
dicherd oon 3

v B fu Y v
—-— { }[_y gj” ZE-.

In generale il .wettore a=la,, 4 c...a | si potrd
considerare un vettorse numerico ad n componenti
in uno spazic RY ad n dJdimensioni f&pzkapaa&a)

pato il vettore a si definisce noama o Lunghezza

deli vettore, 1o scalare -

a = | al =/ a%%@oe+ai ;
un vettore la cui norma & uno dicesi vetiore und-
Aando. . - : _
pati i vettori numerici g={a ” 2,.,oaﬂ}e3‘gz€byﬁbz,
,;ibj} e la costante © si definiscono le seguen-
ﬁw obe xa?&oni° B ' oy

s SéMﬂﬁ o1 UETTG & lgopazaZLQne che d$$&01ﬁ ai
uaLterL-ad&endm._gneamg il vettore somma a+b le

£




cui componenti sone scomma delle componentl omoni-
me dei vettori addendix

: = b e P +
A b {aT b?ya& @, bﬂ}

- PRODOTTO DI UNO SCALARE PER UM VETTORE : & llope
razione che associa allo scalare k ed al wvettore &
il vettore ka le cui componenti sono prodotto

a

delleo scalare per le componenti del vettore :

b4

kg = {ka},,ﬁ,g.pka }

- PRODOTTO PI VETTORT : & lloperazione che associa
ai vettori da moltiplicare lo scalare somma del
prodotti delle componenti omonime dei vettori:

ax b =ab, + ..., + ab
s - [ R




11 - RICHIAMI DI ALGEBRA DELLE MATRICI

[1.1) - DEFINIZIONI |

HATRICE P71 ORDINE m x n : & un insieme di m % n e~
lementi disposti ordinatamente secondo m righe ed
n colonne: l'elemento appartenente alla riga i ed _
alla colonna J sl indica con a, ., si dice componesn -
fo della matrice (Al e pud essé%e di natura gualsi '
asi. :

a & oqaaa‘ w4 0 7
11 12 13 in
2 R - NP .|
_ 21 22 23 2n
[4;253,:] = P N L N R T R I ] = é.':l,.
: ‘ : ' 3

By, BlaeeeB o ioewad,
it Uiz ij i

L N R I A A L L

k4

a a. n&coa 1051'10&
mi m2 falyi bive)

.

MATRICE RIGA o VETTORE RIGA : é una matrice di opr-
dine 1xn

(8] = [b, bzneﬁqua,bnj = [b?j

M&TKTCE COLONNA o VETTORE COLONNA ¢ 8 una matrice
di ordine mux i '

}wﬁ
2
¥ F : =z im i
[c] : {e, eyeuneponin X -
€y
<
nmm

C MATRICE TRASPOSTA dellia matrice A di ordine mxn

é la matrice di ordime nxwm e di componenti aji




ottenuta scambiande ordinatamente fra loro righe e

[a] =

&1

aqzuna

321 azz.q,

L A . T )

colonne.

MATRICE QUADRATA :

ro di colonne

-

m:

-

é

. a
in

- &

2n

® & o o

Ua
Hﬂﬁ.m

una matrice
Covvere in cui il numerce 4i righe

7

a By, ook
11 213 m}
a 8,008
I A 22 w2
a B ool
in 2n mn

par la gquale m=n
é uguale al nume

a B vveaoB, |
11 12 in
& B,mons s
21 22 2n
& 2 & e a v =k !
Y na nn |

Per tali matrici si definiscono elementl della dia
gonale principale gli elementi a11g azzy“..,ann
aventi lo stessoc indice. : -

MATRICE DIAGOMALE : & una matrice guadrata i cuil
unici elementi non nulli sono guelli della diago-
nale principale :

a., (70 per 173
iy 70 per i=j
aﬁ? 0 L....0
agztoaeu(}
0 0 L....8

L6

MATRICE NULLA : una matrice i cul elementli sono
tutti nulli e si indica con [O]

MATRICE SPARSA: & una matrice con prevalenza di

23




-elementi nulli.
MATRICE UNITARTIA : & una matrice diagonale i cul e-
lementi non nulli sone tutti uguali allfunita :

. =0 per I¥i
%14 =% per i=i’
fnice unitd o matrdce identica e si indica con la
notazione [I]. '

Tale matrice si dice anche md

WATRICE TRIANGOLARE : & una matrice quadrata i cui
clementi al disopra o al disotto della diagonale
principale sono tutti nullii.

=

HATRTCE A BANBA : & una matrice guadrata i cul ele
menti non npulli sono addensati lungo la diagonale
principale. ' 7

a,H a¢2 0 sveeol

Baq  Bpy Fgzecr
0 B3y Fzacce

0 0 8 .....8

nn

MATRICE SIMMETRICA : & una matrice quadrata per la
quale sia a, .= &, :

13 i
- a a a. |
fea ez 43707 T
A =3 & w e onoaoa
10 Fap %23 Fon

=1 a P
42 a3z Tas 3n

P A T T R R T L B

a, . & B, weweefd
in " 2n. 3n . nn




MATRICE EMISTMMETRICA : & una matrice guadrata per
la guale sia aiwa «gx,. @ guindl in particolare gli
elementi della dmaggna}@ principale sono ugualil.

it a12 a?Eo,unaqn
P42 B33 %an
%13 "%23 et ®ap
wmain may . g O |
SOTTOMATRICE : data la matrice [A] di ordine mxn

dicesi sottomatrice di [A] ogni matrice di ordine
pxq compasta da p<m righe ¢ g <n colonne d4i Fﬁl

MATRICE RIPARTITA : dicesi ogni matrice [A] in cul

sianc individuate pill sottomatrici [Aiﬁga
. -
%11 %12 %3t Mg fa. A
: \ )
(2] = %21 %22 o3} Paa = MM
: e A e it s < . v o . o s, e,
831 P22 B33y %34 -
[a a a,. | - Ta,
11 12 13 - 4
oveln,,]= ‘ t w1 =1
i a 8 8. P2 #24
Z2t Tzz T23] -
T 5 = la
2y l=lagy 235 253 Bopl = [agyl

y:4

MATRICE RECIPROCA di una matrice guadxata
dica con [(A]¥ed & la matrice i cui elementi sono i
complementi algebrici degli elementi a;, di a]
MATRICE AGGIUNTA di una matrice guadrata [A] si in-
dica con [A] ed & la trasposta della matrice reci-
proca di [Al.

Bi A




UGUASBLTANZA DT MATRICT i du
dicone uguall se hanno 10 &

[
tutti gli elementi &,.= b,
per Ly SR '&l]' lj

- matrici [al e [B] si
:z0 ordine e risulta

s ﬁ

e

il

11.2) - OPERAZIONI TRA MATRICI

SOMMA DI MATRICI : due matrici [A] e [B] sono som~
mabili se - bhanno lo stesso ordine. La matrice som
ma [c¢] avrid ordine uguale a quélloidelle matrici
addendé ed elementi ¢ 4 somma degli ele-
menti di [A] e [8] avengl gii Slessi indici.

o h 1.
] a11 aﬁznumﬁqn bqq hﬂgnowaqn
[A,J_{"[B:]x wwwwwwwwww @« ® G O “%" u;aoo--;ersssamobo =
&mﬁ am2°°°amq bm? bmz”“bmﬁ
(a,%,g ) ,?) <a/i2erA%2)seﬂ ﬁa,?n"‘}"b,gn}

e I I A R N ) % % @ B v @ oW ORI B

(am€+nm?} (a m2 bm2}°°”(amn+bmn{J

Se le matrici [A] e [B] sono iipaitife la somma &
possibile solo se le scttopmatrici omonime hanno 1o
stesso ordine: la matrice somma & in tal caso una
matrice ripartita le cul sottomatrici sono somms

delle sottomatrici omonime di [A] e di [8].

| Y s, B

. A.. A B B
taq Pag 51 "22
—‘.-‘2 B |

[ 2,y L*? BiatBay

i BartBay Bp2%P2n

Proprleta della somma &J matr101 H

A+ Erfs] = zﬁa“i + in]

o FH e




(2 + D+ €] = [ + (] + [])
27+ 7= et

DTEFERENIA DI DUE HATRICI [A] e [B] : & la matrice
somma di [A] e dellfopposta di [B], ovvero la ma-
trice [D] i cui elementi sono 4,.= a, . +{-b, .)

_ i3 ij i3
PRODOTTO DI UNA MATRICE [a] PER UNO SCALARE k : &
una matrice di ordine uguale a quello di [A] ed e-

lementi ka, ..
ii

Bpq Bqpreedg,]  [RRqq Keg,e ke
k{B] = kejirncecoanaceon e T
“mi m2 “mn k m1 kamz Kaqu
Proprietd :
k(a[]) = (eon) [a]

(x+h} [2] k{al+ nla]
x([a]+[e])= x[al+ x[8]
kEDT = k@)

PRODOTTO DI DUE MATRICI : il prodotte fra la matri
ce [A] di ordine mxn e la matrice [B] &i ordine
pxqg & possibile solo se il numero di colonne éi[&]
& uguale al numero di righe di [B] ovvere se n=p;
la matrice prodotto avrd ordine mx g ed i suoi elg
mentl cij si otterranno come prodotto scalare del
vettore “riga i-mo di [A] per il vettore colonna

j-mo di [B].

ii

0147 (Bgqeeeray x B eb ) = Loa By

Proprietd del prodetto di matrici :

(] ([5]- 1)) = ([a)[8))[c]




it

(1a]+i8]}fc]
RE
ECEDS

Aallel+lnllc]
(elal}isl= |al(x|8])

#

i

'ng‘i fAlT

INVERSTIONE D1 UNA MATRICE : & una operazione possi
bile solamente se la matrice & guadrata ed il suo
determinante & non nullo.

Si daﬁlalsce inversa della matrice [A] la matrice
[_A] tale che : EA]W‘}" [A} = [3;] eggenao [I] la
matrice unitaria . '

Gli elementi componenti della matrice [A]~} si pog
sono ottenere dividendo i singoli elementil della
matrice agglunta ai EKT per il determinante d4i {AI

ra]-t B

2
Ltinversione di una matrice ﬁ&] pud eseguirsl ancne
operando una ripartizione della matrice in modo tag
ie perd che gli elementi della diagonale principa-
le della matrice ripartita siano sottomatrici in-
vertibili. Detta [B] ia matrice inversa di [A] ov

verc posto [A] =[B] per definizione dovra esse-
re [al [B] [1] owvero :
By Ap | [ By B }mi.l ' a} :
L 221 Pa2 | | B 3?2} e

e cicé svxluppando EA prodotto [ﬁl[fﬂ 4Aovrd essere:
[:A 1] {511]4” LA»; 2] [lekj : [13 ‘ .
[:Azf'..] EB»; »§J+ LAEZJ LBE'ij' -

H

!
Ly
<
Lt

(1 (3,04 [ 5] (By,] = (0]
B, 10,0+ [ay,] By, = L]

" La scluzione &i tale sistema fornzcce i valori del
le sottomatrici incognite [B.,] . [321]

- 28 -




[B,,| costituenti l'inversa di [A]. Nel caso esami

nato risulta
(8,0 = (3= 3y1 Iy 1)
(B,,1
Bypd = 17 Byl [By,0

By = ~[3,0 7 (a1 [y ]

i

i

Proprietd dell’inversione di matrici

(WED" - B R

(B l-l, 02,0 B0

MATRICI ORTOGONALT : una matrice guadrata [A] si

)

dice orfoegonale se & invertibile e la sua inversa

coincide con la trasposta, ovvero se :

o 28 -

AT =R,
1 E T




[1] - CENNI DI ALGEERA LINEARE

111D - DEFINIZIONT

FORMA LINEARE nelle variabili xé,...{,xn :

& X '-':' a-,.x “}“ ;be&q "}*Eix
it e R T nn

EQUAZTONE LINEARE di coefficienti a ,.,a,an; inco=-
gnite X,,....s% € termine noto b s

B K, 4+ a ®. 4+ ..... +tax =oh
4 % 2 2 nn

SISTEMA DI m EQUA£?0M7 £IMEA”I IN n INCOGM?TE

4 -9 xfzb
1% 13 12 2 in'n 1
a, ¥ 4+ x 4+ et B8, K = b
2171 22 ' 2n'n 2
a X, +ta .x, o+ ...t a = b
1 Sz 2 mn n m

1l gistema si definisce :

- compaiibile =e ammetie almeno una soluzione
~ Luncompatibile se non ammette soluzioni

~ deferminato se ammette una scla soluzione

- indeferminatc se ammette infinite soluzioni

~ omggeney se 1 termini noti bi sono tuttl nulli
- non omogeney g2 1 termini noti b non sono tutti
nulli.

5i definiscono altresi per il sistema le seguenti

matricl s
MATRICE DET COEFFICIENTY MATRICE COM?!ET&M

I
fé11 Azqmqaq I a1? ,22,..,{;1,i kﬁ

=221 %22 % |




Con notazione watriciale il sistema si pud scrive-
re nella forma : |

a ceauod 4 el
11 in i 1

B P odm b
i T | nd.. | m

oOVVero

. oo

Ladlx]=1{(8]

avendo 1ndlmat0 con.:f a

L —

la matrice dei coeffi-
cienti
| X il vettore colonna delle
incognite
LB ] 11 vettore dei termini

-~ noti '
La soluzicone del sistema, ovvero la determinaz zione
dell@ campaﬁentl del vettore (%} , & data da s

[x] (17" [8)
formalménte‘analaga alla soluzione di un'equazione
dl primo grado ; sostanzialmente essa esprime la
regola di Cramer con notazionse matriciale @ mostra
che la risoluziope del sistema si riduce all'inver
sione della matrice [a]. -

4

o

[11.2) ~ DISCUSSICNE DET SISTEMI BI EQUAZIONI
LIHEART

Detti : p il rango della matrice dei coefficienti
del sistema :
p? il siango della matrice complets del si-
. stema | R
mo il numero 4i GﬁUdﬁiOﬂl del sistema
n il numerc di incognite del sistema
si possono verificare i sguenti casi e we%tocasl 3

A} p=m 2 il sistema si dice nokmale eﬁ B sempre
compatibile;




i sottocasi possaibili allora sono i

A.a) p=w=n : esisgte una sola soluzione che si-deg
termina con la regola di Cramer o
con altrc metodoy

A.b) p=msn

a4

si posscono fissare ad arbitric i wva

lori di n~m incognite e determinare

la soluzione del gistema in funzione
degli n~m parametri fissati; le so-

luzioni saranno @

v

A.c)  p=mRcn gquesto sottocaso va contemplato di-
rettamente nel caso B)dovendo esse-

re necessariamente p<m

as

B  p<m in ¢guesto caso & necessario determi-

nare anche pf
i sottocasi possibili sono 3

B.a} p=p' : per 1l teorema 4di Rouché~Capelli il
sistema & compatibile: si eliminanc
m-p egquazioni linearmente dipendenti
e si risolve il sistema delle sole
Ceguazioni linearmente indipendenti
che & un sistema normale. Si rientra

dungue nel caso A

B.b) p<p’ : 11 sistema & incompatibile.
OUADRO  RIEPILOGATIVO

DETERMINAZIONE DEL RANGO p

e

9': B : p < 0
Sistema compatibile Determinazione p*
psm=n | p=m<n m_p_mf p<p
: n-m iminazioneg istomns
Una soluz. | e« sotuz. | =q.dipendenti comg;%%@?}e




IV - CENNI DL CINEMATICA DEL CORPI RIGIDI

1V,1) - GENERALITA’

La cinematica studio. il moto dei corpi dal punto di

vista geametrico_indipendentemente dalle cause che

1'hanno generato.

Dato un corpo ed agsegnati nelloc spazio un sistema

di riferimento fisso ed un sistema di riferimento

mobile, si definisce :

moto assoluto il moto del coxpo rispetto al riferi
; mento fisso ; _

‘moito nefafivo il moto del corpo rispetto al riferi

' - mento mobile ;

Esempio classico & quello'dell*uomo che passeggia su di un
treno in corsa: assumende che la terra non si muova, il moto
delltuomo rispetto alla terra (riferimento fisso) & assofulo,
rispetto al treno (riferimento mobile) & nefalivo, perché men
tre 1Tuvomo si muove il treno non rimane fermo ma si sposta an
chlesso rigpetto alla terra.

Il corpo pill semplice che si possa prendere in con
- siderazione & quello costituito da un punto P; per
individuarne la posizione in uno spazio a tre dimen
sioni & sufficiente fissare le sue tre coordinate
rispetto ad un sistema di assi di riferimento : di
remo alle ra che un punto ha tre gradi di liberta
"nello spazio, ovvero che pud assumere nello spazio
"3 posizioni, dipendende ogni sua posizione da 3
parametri. Quando noen si ponga alcuna limitazione
alle posizioni che il punto P pud occupare esso si
dice Libero ed & possibile fissare le sue tre cool
dinate in maniera gualungue; se invece si impongo-~
no delle limitazioni alle posizioni che P pud assu
mere, si dice che il punto & vincolfafo e le condi-
zioni cui deve soddisfare prendono nome di vinecli.
Un vincolo pud essere espresso analiticamente da
una equazione £=0 o da una disequazione F20 : nel




prime caso il vincolo si definisce b&ﬁa&&%@ﬂef nel
sacondo caso unilaterale. Geonetricamente i vinco-
1i bilaterali impongono al punto di muoversi mantg
nendosi sempre sulla guperficie rappresentata dal-
lfeguazione £=0, 1 vinadli unilaterali impongono
invece al punto di spoétarsi mentenendogi sempre
eptro una delle due regioni dello spazio limitate
dalla supcrfmcde £=0, a seconda che'ula £<0  oppu
re £r0. T vincoli che gi prenderanno in esame nel
seguite saranno Sewpre pilaterali salvo ebpliciﬁo
svviso contrario. Un mode di vincolare allora il
pmnto P & guello di obbligarioc a apOﬁtarSl su di
una superficie: analiticamente il vincolo & espres
so dall’equazione dellia superficie, eguazione che
dave esgere sempre soddisfatta dalle coordinate del
punto. In gquesto casc si & lzﬁerl 41 fissare solo
die dellie coordinate di P menitre la terza si ricava
dalltequazione del vincolo: il punto possiede allo-
ra due gradi di libert# ed il vincolo si dice sem~
plice perché elimina un solo gradd di libertd. Se
poi si vincola il punto & muoversi rimanendo su due
superfici, e cicé sulla loro curva di intersezione,
si pud dire che il punto possiede un solo grado di
libertd e due vincoli semplici, ovvero un vincolo
doppio. Se infine il punto & vincolato a rimanere
‘su tre superfici, esso non ha alcun grado 41 libex
+a essendo vincolato alla posizione di intersezio-
ne delle tre superfici: possiede allora tre wincoll
3cmp1¢czs ovvero un vincolo triplo ed & gquindi fig
80,
81 noti mhe perche plu vmnc011 T alimwn*no qll
stessi gradi di libertd ovvero siano efficacd le
loro. eguazioni devone essere indipendenti.
CAllorché il punto P passs dalla posizione A 41 coox

dinate tx Afzh) alla posizione B di cocrxdinate

{xg;y ,z } si dice che Qséa'ha szbl#o 104 po&iamam

"

fo 4 = {B~A)a ta3e spo&taﬂento & una grandezza vet
' toriale e dungue e rappresentabile con un vettore.




Se il corpo, invece che da un solo punto P, & co-
stituito da un numero finito n 4i punti, si parla
di sdstema discneto di punti. Un sistema di n punti
possiede, in uno spazio a tre dimensioni, 3n gradi
di libertd e, potendo oyni puntc assumere »3 posi-
zioni, llintero sistema potrd assumere 3% con figu
razioni; se si impongono invece al sistema 4 vinceo
1i, 1 gradi di libertd del sistema si riducono a
3n-5.

In particolare un sistema di 2 punti possiede nello
spazio a tre dimensioni 6 gradi di libertd; se si
impone invece ai due punti il vincolo di muoversi
nello spazio mantenendo immutata la reciproca di-
stanza 4 cid equivale a vincolare uno dei punti a
muoversi rimanendo sempre sulla superf1c1e sferica
avente per centro l'altro punto e per raggio d : i
gradi @i libert3 del sistema ~ costituito dai due
punti cosl vincolati divengono allora 5. Se il si-
stema & costituito da un numero di punti u>2 vinco
lati a muoversi tenendo immutate le reciproche di-
stanze 1 gradi di libertd del sistema s0n0 sempre

6 indipendentemente dal numerc n di punti.

Un sistema discreto di n punti cul sia imposto il
vincolo di muoversi mantenendo immutate le recipro
che distanze si definisce sdistema rigdide.

Un sistema rigido costituito da un numero infinito
di punti distribuiti con continuitd nella regione
dellio spazio da essi occupata, si definisce coapo
nigido; nigido & dunque per definizione un corpo i
cui spostamenti avvengono senza che vari la reci-
proca distanza fra gli infiniti punti che lo costi
ruiscono,ovverc un corpo i cui spostamenti non sono
accompagnati da defommazdond.

Un corpo rigido possiede allora anch’esso, in uno
spazio a tre dimensioni, 6 gradi di libert3: ad e-
sempio per individuarne la posizione basta fissare
le tre coordinate dell'origine e tre coseni diret-
tori di un riferimentc di assi cartesianl ortogona
1i, solidale con il corpou




Con ragi&namenti Ael tutto analoghi si ricava che

. §n uno spazio a due dimensiond (plano) , un COTPU
costitiito da wn punto possiede 2 gradi i libertd,
un corpo costituito da un sistema discreto di n pun
¢4 iiberi possiede 2n gradi d% libertd, un sistema
discreto‘rigiéb di n punti o -un corpo rigido possie
dono 3 gradi di libertd. = ; ' :

I¥.2) ~ CIMEMATICA DEI PICCOLT - SPOSTAMENTE

Nei problemi trattati in Qrgtion vengono presi in
egame solo spostamenti molte piccoli, rispetto al-
le - dimensioni U del corpo e city comporta clie le
equazioni dei vincoli si riducano ad equazioni Li-
neavi. Infatti,si consideri un punto P vincelato a
mueversi su di una superficie qualungue di equazig
ne £=0 di grado nise consideriane, a partire dalla
'gdsizioga'iﬁiziéieg uno spostanento molto piccolo
del pinto P, possiamo con buona approssimazione "am
mettere che 1o spostamento zia avvenuts sul piane
tangente alla_pdsizimn@ iniziale; & poséibile clLoé
nellfipotesi dei piccoll spostamenti sostituire la
superficie generica con la superficie plana ad es-
sa tangente nella posizioné iniziale occupata dal
punto B. cid Vuol dire che,nel ceso di picedldi sp0-
stamenti e cicg quando gquesti sone Arascurabill nd-
spetto alle dimensioni def coapo, 4 vincoll sono
tutti esprimibili mediante eguazioni lineari; in
£al caso si dice anche che si & Lineandzzafo il pro
“bplena. ' ) .

per indicare spostamenti piccoli del punto P sl usa
in genere in Meccanica Razionale la notaziorie §F e
la dizione di spostamenti elementand; nel seguito
verrannc trattati, salvo esplicita menzione contra
“ria sempré e solo spostamentd piccoli {intendendo
come tali spostamenti piccoli’ ndspelio alle dimen-
siowi del corpo) che saranno ipdicati comungue con
~la notazione sp invece di §P per non indurre nel

®

10 studente pericolose confusioni.
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Assegnato un sistems rigido di cui C e P siano due
punti qualungue, supposto ¢ fissg, per il vincolo
 4i rigiditd P sari costret
to a muoversi sulla super~
ficie sferica di raggio PC,
e, nellfipotesi di piccoli
spostamenti, sulla superfi
‘cie piana tangente alla sfe
ra nella posizione iniziale
di P. Tale pianc & perd or-~
togonale a PC e ¢id si e~
sprime in termini vettoria
1li con la condizione che, nelle ipotesi fatte, debba
essere sempre nullo il prddotte scalare fra gualun=-
gque spostamento §? del punto P ed il vettore (P-C)

fig.7.4

S x{P~C) = 0
ﬂ-_-p

- 8e poi il punto L non &€ fisso ma compie lo sposta-
mento ; la precedente equazione assume la forma
pilt genérale :

Bd "

(8- 8) x ®-€ = 0

~© cid che‘é lo stesso

8, x (B=C) = g % (P=C)

la guale esprime il fatto che nel passaggio di un
sistema rigido da una posizione ad un'altra ad essa
vicinissima, ¢gli spostamenti di due gualsiasi punti
devono avere la stessa prolezione sulla loro con-
giungente ovvero che la differenza fra i vettori spo
stamento dei due punti deve essere ortogonale alla
congiungente i due punti.

Le aspressioni sopra viportste caratterizzano dundgue
i moti ded sdstemi nigidi nelllambito dei plecoldi
Aspostamenti.

SRR
RR IO
CE
1
K
o
o




rornando alliipotesi che C sia fisso, dovendo 11 pun-

nel compiere lo spostamento § esso avrd compiuto ale
trest una rotazlone’ ) atterﬂspallﬁasse per C normale
al piano contenente i vettori (P~} ed §@p e dovendo

ro P muoversi sulla superficie sferica di raggio PC,

assere anche, per 1llipote-~
i di piccoll spostamenti,
i vettori {(P-C) ed § orto
gonali, lo spostamento 8
potrd esprimersi come pro
dotto vettoriale di ¢ e di
(P-C) {v.fig.2.4)z

= ¢ A (P-C)

£ig.2.4

Se il punto ¢ non & fisso ma si muove complendo
lo spostamento S la precedente espressiong assume
la forma

§ = 8 = sA{P-C]

8,7 By = Gh(E-C)

ovVVero

g = 8 + ¢A{P-C}

Zpo S 2
la guale esprime che per un sistema rigido, nell’i
potesi di piccoli spostamentl, lo spostamento di un
punto P pud sempre esprimersi come somma di una ro-
tazione ¢ 4L P attorno al centyxo C e &i una trasla-
zione di C: tale egquazione caratterizza anch'essa 1
moti nigidi e costituisce la foamula 5ondameﬂta£e
delia aamemat&aa ded conpi k&gadaa

Si é v1sto che quanéo il pun»a C (centru ai rotazlo
nej 8 fisso, lo &poqtamen+o del generico punto P &
fornlto dal vettore :.

= & A(P=C} @

: tém

ai. modulo

Sp as ¢°§E*sanw/2 = @-EE

i
|
I
b
|



dato dal prodo dotito del nodule Jdell

la distanza PC gel punto P dal centro Ca direzione
della retta passante per P oricgon

gente PC, verso tale che i vettoxri ¢,
costituiscano, nellfordins, una terna
La componente dello spostoments g i
condo la generlca ratbta lnc¢lwﬁda &

% oa
B o -
S = & soogg = §ed
e P
2 Qiod pmr i corpi rigi-
di. nellianbito dei - pice

s
coli spostamsntl, la com

ta r dells spostamsnto
di un puntc P & data dal
-prodot o della rotazione
% pay lz distanza della
retta v dal centro di rotaziocne C. Assegnato dun-~
gue un corpc rigido e noto il suo centro di rota-
zione . C, & sempre possibile tracciare i1 dia-
gramma delle componenti seconde una direzione r de
gli spestamentl dei sucoi punti,conseguenti ad una
rotazione elementare ¢ attorno al centro C.S8id quel.
. ok - . o ihdiéato in fig.4i4. .
) ' % it GBrpo - pipidt ed . il
EeE "y 4 g 8uo centro di rotazione
‘ il ¢ & si veglia il diagram
- ma delle componenti se-
conde la direzione verti
cale r deglil spostamenti
dei punti del corpo : es
iﬁﬂgﬂﬁﬁm#”$%fﬁ sendc la generica compo~

nente espressa nella fox

£fig.3.4

wwmzs 2ron T g

me 8 = $-d tale diagram
fig.4.4 ) pr ? gram
ma sard lineare. Assunta

una fondamentale ortogonale &l

lz direnions ¥ secon
do cui si vogliono le componenti e pxr

ciattato su i

- 3G -




essa il centro di rotazione C secondo la direzione
r, il diagramma cercato & foraito dalla retta pas-
sante per C ed inclinata dellfangolo ¢ rispetto al
la fondamentale: 1lfordinata in corrispondenza del
generico punte P & fornita infatti dal prodotto
d-tge ed essendo  tygé=é per la ipotizzata piccolez
‘za degli spostamenti, risulta 8 = 4¢-d. Le ordina
te del diagramma cosi iracciate ?rrappregentano
¢ciod, in corrispondenza 4di ognil punto P, le compo-
nenti dello spostamento 41 P secondo la dlIEZLone
della retta r.

IV.3) - LAavORO

LAVORO DI UNA FORZA F . epplicata nel punto P & per
definizione il proﬂof to scalare di F - per lo spo-
stamento g del punto P

L =F x s = Fes cose

ovvero per definizione di prodotto scalare & il pro .
dotte del modulc di F per la componente dello spo-
stamento . nella direzione della forzao'In tale de
finizione sia F che g vanno intesi in senso ge-
neralizzaito ponenda rappresentare F forze proprlg
mente dette o coppie, ed s sia traslazioni che
rotazioni. , _

Nel caso di pidl forze generalizzate F. applicate ai
punti Px che subiscono gli syugtament* ﬁpi’ 11 ia-
voro asSume l'espressione

*

In forma matriciale indicando con [F] 11 vettore
forza e con [s] il vettors spostamento, i cul ele
menti sono le componenti degli spostamenti dei pun
ti Py di applicazione dalle forze nella direzione
delle forze stesse, si ha

L= [F]% [s] = [F]-[s]"




Nel caso

di -corpo: silgids

tendo gli spostamcnhl assumere la forma :

5 . =5 4 HA(P, ~
Epi = et i <)
gon €  centro di rg:}teiléiane del corpo ,
P, punti di a@nlﬁcazione delle forze F,
R A et
= traslazione rigida del centro C

e. spostomentd picccli po-

¢~ rotazicne rigida del sistema attoxno acC

il 1avoro assume la forma 3

L=

bt |
bt

it
)
e

b

!ﬁc + g (P, ~C) |

L
e

g 4+ 3 F.on ¢$A (P, ~ =
* 2 Zi 3 x gh l'??

- D ~C)AF, =
Zi( i ) i X ¢

= VR & B
=Rxs +*M x¢
pungue il lavore di un sistema di forze applicato
Cad.un conpo algido, nelltipotesi 41 spostfomenti
.pdecoli,dipende solo dalla risultante R e dal mg
-mento risultante M del sistema di forze aypl;cahaa
rlspetto al centroch'votazvone Ca ‘ :




V - STATICA DEI SISTEMI MONODIMENSIONALI
V.1) - DEFINIZIONI - | .

La STATICA ha per oggetto lo wtudlo dell’equlllbrlo
dei corpi; i corpi si definiscono :
thidimensionadi se le tre dimensioni sono fra loro
comparabili
bidimensionatli se due delle dimensioni sono preva-
lenti rispetto alla terza _
monodimensionali se una dimensione & prevalente ri
spetto alle altre due. I corpi monodimensionali si
dicono comunemente Z1avi; una trave pud considerar
si generata da una figura plana detta sezione il
cui baricentro percorre
nello spazio una curva
detta asse,in modo tale
-che la sezione si manten
'ga in ogni punto ortogo
nale all'asse (vedi fig.
1.5). La trave, che usual
mente viene schematizzaia
.con il suo asse, pud es-

: : : sere a sezione va&&ab&ﬂa
0 aoézanie a seconda che la sezione cambi o meno le |
proprie dimensioni, a debole ¢ ﬁotie.curvatura,quag ;
do l'asse & una retta la trave si definisce rettili
nea. -

C fig.1.5

E
TRAVI PIANE:una trave si definisce piana quando il |
suc asse & contenuto in un piano o (piano della tra’ \
ve) e le sezioni sono ovungue simmetriche rlspetto }
al piano a; !
se essa & caricata simmetricamente gli spostamenti

dell'asse sono contenuti anch'essi nel pianc o.

Nel seguito si tratteranno quasi esclusivamente si

stemi monodimensionali piani che nella pratica tec

nica rivestono notevole importanza in quanto bene

'schematizzano un gran numerc di strutture reali.




V.2) - RIFERIMENTI
RIFERIMENTO FISS0 : si assume una terna fissa levo
) ' gira di assi cartesiani
xyz il cul piano yz coin
! cide col piano della tra
; 1??% ., ve ed il cui pianoc xy

: et E onincide con guello del

% ;'_,‘5.,“”...M.“....w»mmi%%ﬁ o -

la sezione; l'asse y si
assume verticale ed orien
V£ tato verso il bassc, lo
£fig.2.5 asse z g¢i assume orizzon
tale, orientato verso de-
stra e coincidente, se la trave & rettilinea, con
l'asse della trave (vedi fig.2.5}.

1%

RIFERIMENTO MOBILE : talvolta si assume wna terna
mobile levogira di assi
cartesiani ortogonali
m,n,t di cul lLlorigine
gi fa coincidere con il
baricentre della sezio-
ng che di volta in vol-~
ta si considera, il pia
no mt si fa ceincidere
o0l plang della sezio-
ne, il piano nt col pia
no della trave, l'asse n tangente all'asse della tra
ve & dungue ortogonale alla sezione nel baricentro.
(vedi fig.3.5).

Spesso gli assi x ed y della terna fissa e gli assi
mea t della terna mobile si assumono coincidenti con
gii assi centrali dinerzia dells sezione.

V.3) - SOLLECITAZIONT ESTERNE

FORZE CONCENTRATE : sono vettori forza applicati in
‘ punti discreti della

z
- e, . struttura; i loro modu
v T %%%%Eg 1i hanno le dimensioni
AL ;‘%&»
: e :

fisiche di una forzalF|.

:i' _:
Vo

\

B
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Ogni forza concentrata pud essere definita dalle
sue componenti secondo gli assi di una terna di ri-
ferimento s le componenti $i assumono convenzional-
mente positiva se sono eguiverse gli assi di riferi
mento (vedi fig.4.5). u '

FORZE RIPARTITE : sono vettori forza a@pliaati con
continuitd su regioni

T . della struttura, che
g'"; siano linee, superfici
j i o volumi. Nei sistemi
. -+ % .”%;&‘% monodimensionali piani
g g . ' le forze ripartite ri-
Y ' fig.5.8 sultano applicate su

} _ linee che siano regio-
ni della curva d'asse delle strutture ed i loro mo=-
duli hanno pertante le dimensioni fisiche di una for
za Givisa per una lunghezza |FL”1| (vedi fig.5.5).
La legge di distribuzione del carico p{z} lungo lo
asse z della struttura pud essere qualsiasi e la sua
rigsultante P = é?p(z}dz & applicata all'asse centra

le; se, come accade nella gquasi totalitd dei casi,
il carico ripartitc & cotituite da forze tutte pa-
rallele fra lorc, la risultante P & applicata in par
ticolare al centro del sistema di wvettori. Per la
corrispondenza esistente fra sistemi di vettori pa
ralleli e sistemi di masse concentrate in definiti-
va la risultante P coincide con 1'area della figura
di carico ed il centro don il suo baricentro. Per
quanto riguarda i versi positivi delle forze -ripar-
tite si assumonc convenzioni del tutto .analoghe a
quelle adottate per le forze concentrate.
Si,riportano nel seguito alcune delle leggi di ca-
rico p{z) pill consuete, unitamente al valore delle

- loro risultanti P.

- fegge di carico costante o .
. ‘ : - - plz) =p
g e
‘ ' L5 P o= l pdz = piL
Batd o el I
S v - 44 -




= leggdi di carnico Lineand
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‘_,COPPIE EGNCENTRA E sono vettori mamenﬁc‘applidati
- in punti discreti della wtruutura, i loro moduli
hanno le dimensioni fisiche di una xmrza per una

- lunghezza |FL{ .
Le coppie. 8i deflnlsgona 3

FLFTTEJTI quando con le cﬁnvenz$on1 asbunte il

fﬁ’%ﬁ% 2
¥ - |
o4 fig.6.5

- 45 -

vettore momento & pa-
rallelo all*asse X es
80 81 assume pos1t1vo
sSe equlversa zll'asse
% {vedi fig.6.5}.




- TORCEMT? guando il VQ??ovn momanto & parallelo al
 1l'asse z: esso sl as

_ fjﬁ% B sume aonvenmlonalmente
%{/1 A Ce positivo ge & equiver-
¥ : - g0 a2 z {vedi £ig.7.5).
- fig.7.5 '

COPPIE RIPARTITE sonc vettori momento applicati con
continuitd su regioni della strutitura che, nel ca-
so0 di sistemi monodimensionali pilani, sono parti
dell'asse; i loro moduli hanno in tale caso dimen~
sioni fisiche d1 una forza |¥| {(vedi £1ig.8.5). La
. : legge di distribuzione
mf{z) delle coppie lun-
= go i'asse della strut-

%/;! mm%&k& ‘%\% g% ".{im ® tz':;ra. _‘pué’) essere qua%_m

siagi: il momento ri-
sultankte vale

S o)

fig.8.5 .. T o= J m{z)dz .
' ' 2

Le coppie ripartite si definiscono f{Leiflenidi o tox
cenii a seconda che i vettori momento che le costi-
tuiscono sono flettentl o torcenti.
Per quanto riguarda i verail oositivi, le convenzioni
che si adottano sono desl tutto analoghe a quelle ag
suntce per le coppie concentrate.

CARATTERISTTCHE DELLA SOLLECITAZIONE ESTERNA : asse

gnata una qualungue struttura costituita da una o
pilt travi la condizione di carico pil generale &
quella costituita da forze concentrate e ripartite

e da coppie, flettenti o torcenti, concentrate e ri

partite ad essa applicate; dette rispettivamente R
ad M la risultante ed 11 momento risultante 4i ta
1i 5011301taz10n1 si definigcono caraitienistiche
della sollecitazione esterna le componenti di R e
) s m s . as s e -
di M, secondo le direzioni deglii assi di riferimen
"to. | '




DISTORSIONT : sono anch'esse sollecitazioni esterne
seppure non caratterizzate da vettori forza o nomen
to, ma da spostamenti relativi. 81 distinguonc :

distonsioni aengofari:che consistono in una rotazio

ISR S ne relativa &M fra
due sezioni adiacenti
di una trave {vedi £i
gura 9.5).

- distonsiond assiicli : che determinano una trasla
o zione relativa. AN

fra due segioni adia-~

centi di una trave,

A - nelia direzione del
¢J% . suo asse {(vedi fig.10.
3).

distonsioni faglionti : che determinanc una tra-
slazione relativa 4T
s ' e fra due sezioni adia-
E ' ' centi di una Lravwﬁn&l
1a direzione normale
all'agse (vedi fig.11.

jAT‘ l-: N sy,
ﬁiﬁ'?? 5

Par quanua rlquavaﬁ Le convenzioni sui seghi, le 4i
cghtorsioni 81 assumono pogitive & 1 agau¢V@ a 5er0nda
che faccliano compiare lavore posi itivo o negativo al




le corrigpondenti carstteristiche positive applica
te alle sezioni della trave. o .

A > D A, <
N M 0
oo oner crm GO TSV SRy e v N -:ﬁ.’,mmm---—
>0 .o
A by <0
— ! ;
£ig.12.5

V.14) - EQUAZIONI CARDINALI DELLA STATICA

Ltinsieme delle travi che compongono una struttura
sono collegate tra loro mediante vincofdi infeand e
collegate all'esternc,ovverc al suolo, mediante vin
coli esierni : entrembi guesti tipi ¢i vincolo ridu
cono o eliminano i 6t gradi 4i libertd posseduti
nello spazio o i 3t gradi di libextd possedutl nel
piano dalle t travi costituenti la struttura. Ogni
vincolo consente alcuni spostamenti mentre ne impe-
~disce altri ed a questi si oppone esplicandc forze

o coppie dette appunto reazioni vincolardi : in par




ticplare un. vincelo capace di impedire una traslazic
‘ne esplica una forza reattiva nella. d&xa?aqne delia

traslazione ippedita, mentre un vincolo capace ai. im
pedire una rotazione esplica una coppia reattiva 11

cui -vettore momento € parallelo all'asse della rota

zione impedita.

POSTULATO FONDAMENTALE : & gempre possibile sosti~
tuire ogni vincofe applicato ad una struttura con
la neazdone vincolare da esso esplicata, senza che
cid alteri il regime statico o cinematico della
struttura.

TEOREMA : Conddizicne necessaria e sufficiente pera-
chi un conpo nigdde sia in equilibrio € che L 84
stema di soflecitaziont ad esso applicate sia equl
valente ¢ zero.

ge il corpo & Libero, detti R ed M la risultante
ed il momento risultante delle sollecitazioni ad
esso applicate, per l'eguilibric nello spazio devo
no essere soddisfatte le condizioni

R o= Q

M= {

che prendonc nome di equaziondi cardinali defla sia
fica in forma vettoriale. Dette R R R , ed M,
M _,M , le componenti dl R ed M secondg cfi assidi
uha Ferna di riferimento X:¥o2, le egquazionl cardi
nali della statica in forma scalare assumono neliw
~spazio a tre dimensionl la espressione:

RX =

R o

o= g
Tz

M= 0

M o= 0

MY = 0
&

nel piano v,z l'espressione

I
'
f
P
r



R =0
gL = O
z

M o= 0
b

Le tre equazioni scalari che precedono, di uso comu
ne per le strutture piane trattate nel presente Ccor
s0, esprimono rigpettivamente le condizioni di equi
librio alla traslazione nella direzione alltasse v,
alla traslazione nella direzione dellfasse z, alla
rotazione attorno alla direzione all'asse x, del
corpo nel pianc Y,%.

Se il corpc & invece vincolato, dette R ed Ma la
risultante ed il mowmento risultante delle solleczm

tazioni applicate al corpo e dette RV ed M la ri-
sultante ed il momento risultante delle reazioni

esplicate dai vincoli, le equazioni cardinali del-
la statica assumonc la forma vettoriale 3

R& + RV = @ RV = - RA®
- - - QUTELD - -
M2+ MY = 0 MY = - M2

La seconda forma esprime la condizione che per lo
‘equilibrio di un corpo rigide il risultante ed il
momento risultante delle reazioni vincolari debba
" no essere uguali ed opposti al risultante ed al mo
mento risultante delle sollecitazioni esterne ap-
plicate al corpo. :

Del tutto analoghe alle precedenti risultano anche
le espressioni scalari delle equazionli per il cor~-
po vincolato sia nello spazio a tre dimensioni che
nel piano.

'V.,5) CARATTERISTICHE DELLA SOLLECITAZIONE INTERNA

$i consideri una trave nelio spazio a tre dimensio
ni in equilibrio sotto 1tazione delle sollecitazio
ni attive a delle reazioni vincolari ad essa appli
. cate {(vedi fig.13.3).
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Se operiamo un taglic ed asportiamo una delle due
parti in cui la trave & stata suddivisa, ad esem-
pio guella di destra, la parte restante e cioé quel
la di sinistra rimarrd ancora in eguilibric solo se
applichiamo ‘alla sezione gli sforzi che la parte 44
sinigtra trasmetteva‘a guella di destra prima del
taglio (vedi fig.14.5}.
Per 1l'equilibric cioé

51 dovranno applicare alla sg
zione la risultante R

ed il momento risultante M di
Ctutte le solle

citazioni ester

‘ne attive @ reat
tive applicate

al tronco di de
stra. Le compo-
nenti 4i R (Rx,

R R} e di M
¥ oz -
{Mx’Mnyg)nsew

condo gli assi
#,v,2 della tex

na di riferimen

to adottatz pren
done nome di




aanawza&iét&che dgﬁﬁc ﬁawz eilozione dnienna e si

.R_ s;ogzm ﬁi tadlia mﬁﬂﬂﬁﬁ@ ® 3

i
-RY "gforpo di ﬁaﬁiiafﬁéaanéo v i

R?_ sfor$9 normaie g

Mx momente fisttente rvelabtivo ad X ;
'My 'momento flettente relativo ad vy :
'Mz monento torcanta .

Nel caso di travi pisne, risultando R = Mym Mz= 0

le caratteristiche della SoiiecmtaZione interna. si
riducone alle so&ef‘a?; RER ¥ e 3i ipdicano ri-

b4

sgettmvamgnte gon le lettere T, R :

Ry = T shohzo di &iaa&a
R, = 1 sfonzo noamals
Mx = M momento éﬁaﬁﬁenfa

Per le ﬁravx‘pi&me le caratteristiche della sollieci
tazione interns i definiscono pertanto come segue:

g:
f!‘i

SFORZO DI TAGLEG in una sezione & la componente,sg
o condo la normale
ELY Iy . all'asse della tra
) ve,della risultante di
tutte le forze che
> } precedono o seguo-

no la sezione. B5i

indica con la let-

tera T ¢ si assune
positivo guando & siretto nello stessc verso dello
asse y sulla sezione di normale =z positiva, oY

M

flq,~¢,5

i
vero come indicate in figura 15.3.




SFOKZO NORMALE in una sezione & la componente secon
- do lfasse della

_ FLpy] ' trave della ri-

: = N i ot TR sultante di tut

E ' ' ' te le forze che
¥ _

precedono © se=
guonc la sezio-
Fig.16.5 ne. Si indica
con la lettera W
e si assume positivo se di trazione, ovverc se con-
corde all'asse z sulla sezlone di normale pOSltlva,
ovvero come indicato in £ig.16.5.

MOMENTJ FLETTEMTE in una seg;gne_?ﬂil_m@mantu‘xisulﬂ
ST T tante vispetto

b ‘ % _ ,4 al baricentro
e } {; "I ‘della sezione di

l - tutte le forze

7 fig.17.5 y _ e/o copplie che

precedono o se-

guono la sezione.
si assume positive se 11 wvettore momento risultante
sulla sezione di norxmale positiva & equiverso allo
ssse x ovvero come indicato in fig.17.5.

e e

‘V 6} VINCOLI

T V¢n¢011,_com@ si & gia detta co]legano gli elemen

~ti (travi) costituenti una struttura, fra loro e

".gon il suclo.

Nel caso di strutture piane per le guali ogni ele-

mento possiede tre gradl di libertd, i vincoll si

- definigcono :.

semplici. se impediscono un solo grado di.libert
.+ ne congentono due :

doppd se impediscono due gradi.di libertd e ne

consentono uno
LRApPLAL se impediscono tutti e tre i gyadi di Lli-
' bertd, non consentendone alcuno.

e




I wincoli si distingueno in :

VINCOLT ESTERNI

Vincolano parti della struttura con l’esterno, ovve

ro con il suwole, limitando in tutto o in parte gll

spostamenti assuluti che 1l'"elemento vincolato pud |

compiere; nel caso 4i travi plane, assegnato un rie

- ferimento X,¥,% i vincoll esterni sl oppongono,agli

spostamenti esplicando le seguenti reazioni :

R {(forza nella direzione yv) se sono impedite le
traslazioni secondo tale direzione

R (forza nells direzione z) se sono impedite le
traslazioni secondo tale direzione

Mx (coppia il cul vettore momento é parallelo allo
asse x) se sono impedite le rota21on1 attorno
ad assi paralleli ad x.

Si schematizzano nella tabella che segue i vincolil
‘esterni con riferimentoc ai gradi di libertd impedi
ti e consentiti ed alle reazioni vincolari esplica
te, nell‘lpoteSL di piccoli spostamenti e di smste
mi plan,x° ' :
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VINCOLT INTERNI

Vincolano parti della struttura fra loro, limitando
in tutto o in parte gli sposiamentl ﬂeﬂaﬁ&ua fra le
sezioni vincolate; nal caso di travi piane, assegna
to un riferimentc x,v,z 1 vincoli interni si op-
pongono agli spostamenti trasmettendo le seguentl
caratteristiche della sollecitazione internas

T (sforzi di taglio) se fra le sezioni vincolate
sono impedite le traslazioni relative nella di-
rezione dell'asse y '

N (sforzi normali) se fra le sezioni vincolate so
no impedite le traslazioni relative nella dire-
zione dellfasse =z

M (momenti flettenti) se fra le sezioni vincolate

sono impedite le rotazioni relative attorno ad
assi paralleli ad X.

Si schematizzano nella tabeélla che segue i vincoli
intérni con riferimento ai gradi di libertd impedi
ti e consentiti ed alle reazioni vincolari esplica
te, nell'ipotesi di piccoli spostamenti e sistemi
piani. ‘ '
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Egistono peraltro vincoli interni muliipli che non
collegano scle 2 ma £  travi £ra loro; i pill comu~
ni sono :
nodo ceaniera che elimina 4 = 2(Z-1) gradi di li-

bertd ed espli
%%%%% “ég ca su ognuna
4

- delle £ sezio
“u ni vincolate

f”?mmmw una componente

5 di sforzo ta-
fﬁfﬁﬂ ' - giliante ed una
di sforzo nor-
£ig,18. male (vedi fig.

18.5).
nodo incasirne che elimina 4 = 3(i-1)graﬂ1 di liber-
t3 ed esplica

: su ognuna del
. le I gsezioni
%;; ?ﬁ ' vincolate una
: ”é%”;“” componente di
_ sforzo taglian

te, una di sfor
Z0 normale ed
un momento {(ve
Fig.19.5 di £ig.19.5}.

Meritane ancora una citazione a parte i vincold mi-
444 che sono contemporaneamente interni ed esterni:
sia nel computo dei gradi di libertd impediti che
in guello delle reazioni vincolari esplicate si pos
sono considerare come somma 4di un v;ncclo interno e
di un vincolo esterno.

‘¥.7) STRUTTURE LABILI, ISOSTATICHE., IPERSTATICHE
DEFINIZIONTI : una struttura si definisce :

LABILE se possiede un pumero di gradi di Libenta
©¢>0; £ prende anche nome di ondine di Labiliia.




LABILE PER VINCOLI ESTERHI se questi, perché insuf-
ficienti o digposti male, non eguivalgone almeno a
cei vincoli semplici esterni per le strutture spazia
ii e tre vincoli semplici esterni per le strutture
piang. . “

LARTLE PER VINCOLI INTERNI se, avendo soppresso i
vincoli esterni, la struttura possiede ordine di la
bilitd 2>6 se spaziale, ovverc 2>3 se piana.

ISOSTATICA RISPETTO AD UNA COMPONENTE DI REAZIONE
VINCOLARE se la soppressione del vincolo corrispon-
- dente conferisce alla struttura un grado 4i libertd;
in tale caso la componente di reazione & ottenibile
con le sole equazioni cardinali della statica.

-

:ISQSTATICA se & non labile ed isostatica rispetto a
tutte le componenti di rezzioni vincolari.

CISOSTATICA PER VINCOLT TNTERNI ze, avendo soppresso
i vincoli esterni, la struttura possiede soli sei
cgradi di libertd nelld. spazio, oppure tre nel piano
ed & isostatica rispetto a tubte le réazioni vinco-
©laridnterne.

 TSOSTATICA PER VINCOLT ESTERNT se, considerando 50-
fidificald tutti i vincoli interni, la struttura ri
sulta isogtatiaa«

- IPERSTATICA RISPETTU AT UNA COMPONENTE DI REAZTIONE
. VINCOLARE se 1% soppressione del vincolo corrzspon~
dente non lntroduce weila struttura nuovi gradl di
libertd.

IPERSTATICA se & ipers Ldﬁlca pex]omeno rsqpetta ad
una componente di reazione: si dice oadine o grado
di dipenstaliciid 4L 411 numero di vincoli semplici
che & necessario sopprimere perché la structmra di=-
venga lsestatica.

TPERSTATICA PER VINCOLT ESTERNI se considerando 40-
£¢d¢ﬁ4cat¢ i wvincpli la strut#ura risulta lperﬂtdtl

Ca.




TPERSTATICA PER VINCOLI INTERNI se avendo soppresso
i wincoli esterni la struttura risulta iperstatica
almeno rlspetto ad uma'reazlpge Lngerna

METODO ANALITICO

'Si consideri una struttura costituita da £ travi
collegate tra lorc e con il suolo mediante 4 vin~
coll sampllal interni ed esterni. ,
‘11 metodo generale per classificare la stxuttura

& quello di scrivere le equazioni cardinalil della
statica per ogni tronco nelle incognite reazioni
vincdolari e quindi discutere il sistema di equazig
ni. Con riferimento a guanto detto nel paragrafo
III. 2) per 1l sistema seritto in forma matrxc;ale
si potranno verificare ‘i seauentl casi 2

p = m = pn il sistema & compatibile ed ammette una
sola soluzione: la struttura & in tal
caso Lsvsfatice o Labile ma in equildi-~
brioc zotto liazione del carichi ester-
ni ed il valore delle reazioni incogni
te & fornito dalla soluzione del sistg
ma. In particolare se il sistema & con
patibile per gualunque. valore assunto
dal vetiore d&i carico |B| la struttura
& isostatica, se cambiando il vettore
|B| i1 sistema diviene incompatibile la

-

struttura & labile ma in eguilibrio.

p = m < n 1l sistema & compatibile ed ammette m#ﬂq
' ' . sdluzioni : la struttura & in tal caso
J_&pe&&tai&ca e per determlnare ia soluw

’ziane, ovvero il valore delle rea21on1

vincolari incognite, sard necessario’

scrivere altre n-m equa710n1 dl congna~-5

QHZQ

p's po< m’ eliminando m-p egquazioni 11nearmen e d
pendentl ai ottiene un sistend compat




‘ blle che nzentra nei primi due casi esa

 minati: la gtruttura possiede ciod m-p
vincoli superflui {perché& eliminano gra
di di libertd gid impediti da altri vin
coli) ed & isostatica o labile ma in
equilibrio se rientra nel primo caso ov

- vero iperstatica se rientra nel secondo
¢aso.

o

p'> p <m il sistema & incompaﬁibile ¢ la struttu
ra & Labile,

2 maggior chiarimento si riportano alcuni esempi
per una struttura piana costituita da una sola tra
ve.

I‘Eﬁampio . Bia data la struttura vincolata e cari
cata come in figurg 20.5.

=

£ig.20.5

Per il postulato fondamentale della Meccanica & pos
sibile sostituire i vincoli con le reazioni vincola
ri da essi espllcate, per cul si ottiene la struttu
ra di flg 21.5 in tutto e pertutto equivalente alla
'precedemte, _ _

Perché la struttura libera sotto lfazione delle
forze attive e vincolari sia in equilibrio devono
essere soddisfatte le equazioni cardinali della:
statica: -




T

£ig,21.5

- equilibrio alla traslaz.orizzontale RB+Fsen¢ﬂ0

Cequilibrio alla traslaz.verticale RA+Fcbs¢m0
eguilibrio alla rotaz.attorno a C RA%+RE% =0

Tali eguazioni, ordinate, si scrivono anche :

4+ R = -F '
s send

R R O = =F O0s

A @
3 3

RA 5 + RB 7= 0

ed in forma matriciale :

~Faend

-FEG8e

| o

fﬂp - O
rle O -
i

81 osserva subito che il rango della ma*ricé incom
‘pleta p=2 & minore del numere.di equazioni m~3‘;
essendo il rango della matrice completa p'=3. mag
giore di p, il sistema non ammette scluzioni . ia

struttura & labile ed infatti i vincoli ad essa ap _
plicati eliminanc solo due dei tre gradi di libertd: ;Q”




posseduti dalla struttura.

11 Esempio. Assegnata la struttura di fig.22.5 a)
in tuttc e per tutto eguivalente alla b)

fig.22.5

il sistema di equazioni cardinali della statica

che reggono il problema si scrive con notazione ma

triciale :

e = o
e - O
e O -

;‘ -Fsené
~Feosd

o

Il rango della matrice incompleta p=3

& pari al

numero di equazioni m=3 e di incognite yW=3 :; il
sistema & dunque noamafe ed ammette una sola solu
zione. Il sistema & dungue isostatico ed infatti
i vincoli ad esso applicati sono in numero uguale
ai gradl di libertd posseduti dalla struttura sup
posta libera. La soluzione del sistema di equazio
ni fornlsce i valor: delle reazioni espllcate dai
fv1ncoll."' :

- (3 -




111 Eaempio.

fig.23.5

Le sqduazioni cardinali della statica per tale
struttura con notazione matriciale, si scrivono @

pae g — -

o 1 01 I r . ~Faend
. Ay
: I
1 & 1 g Az | _ ~Foosd
s 2 ¢ o2t ey
7 o% "F T 0
2 el
R _ 1 L Bz i - i

In questc caso 41 Lanwo della matrlce incompleta &
p=3 ed & uguale al numeroc di equazioni m=3, ma mi
nore del numero 4i Lnﬁoqnlte n=4. Il sistema ammel
te pertaﬂto infinite boluzzanl ed & dungue ipersta
ticor i vincoli a@pllcatl alla struttura S0NC 8O
vrabpondanti rispetto ai gradi 4i libertd della

struttura supposta libera. Perché la scluzione di-

venga determinata occorre scrivere un‘alira equazio

ne, guoesta volta di congruenza.




v Eaempéa,

b

fig.24.5

Le equazioni cardinali della statica si scrivono
in tal caso :

1 . -
0 4 0 Rﬁy Fsend¢
1 0] 1 0 RAz = —qua¢
LR ] 2

I1 rango della matrice incompleta p=2 & minore
del numero di eguazioni mM=3 e minore anche del
rango della matrice completa p'=3. La struttura

é pertanto labile per cattiva disposizione dei vin
coli pur essendo il numero di vincoli semplici u-

guale al numero di gradi di libert3 della struttu
ra libera,. - : ' '




Y Esemplo.

£1g.25.5

11 sistema di eguazioni che regge il problema si
serive, in forma matriciaie 8

4777 [-F0
B ;{%_ 0 __

I1 rango della matrice incompleta p=2 & in effet~
i uguale al numero di equazioni m=2 ed al nume~
“ro di incognite u=2 per cui il sistema ammette
una sola soluzione. La trave dungue pur essendo
labile (in quante il numero di vincoli ad essa ap
plicata & inferiore ai gradi di libertd della strut
rura supposta libera) risulta in equilibrio per la
particolare condizione di carico ad-essa applicata,
ovvero risolubile mediante le tre eguazioni cardina
14 della statica nel pianoc.




METODO CINEMATICO
Un metodo non analitice ma spesso pill immediato

per la classificazione delle strutture piane &

quello di confrontare i 3% gradi di libertd, pos
seduti dalle % travi supposte libere che costitui
scono la struttura, con gii 4 vincoli semplici ad
esse applicate: si ottiene in tale maniera la aif
ferenza fra i gradi di libertd £ e gradi di iper-—

‘staticitd 4 posseduti dalla struttura
3 - 5 = £ - i
Possono verificarsi i seguenti casi :

3-4>0~+£>4{ & condizione sufficiente ma non

‘ B necessaria di labilitd: la: strut
tura possiede ciocé globalmente plﬁ
gradi di labilitd che di iperstati
citd e si definisce percid preva-
Lentemente Lobile; sotto 1l'azione
di una sollecitazione esterna pud
agssumere configurazioni diverse da
guella iniziale,

3t-4<0+f<4{ & condizione sufficiente ma non ng

cessaria di iperstaticitd: la strut

tura possiede cioé globalimente pifl
gradi di iperstaticiti che di labi
litd e si définisce percid preva-
£en£amanie ipernstatica.

3L -8=0+L~4i=0 & candlzione necessar1a ma non suf
" ' ficiente di isostaticita: la condi-
zione & sufflclente solo se £=i=0,

ché viceversa la struttura potrebbe

possedere un egual numero di labili

td e 4i iperstaticité senza essere
perd isostatica.

Le strutture che interessano il corso di STATICA
sono solo quelle isostatiche o labili ma in equi-
librio sotto 1fazione dei carichi esterni.




Un metodc mér sarpere se una struttura possiede la-
hilitd & quella delle cafene c&nemaa&ahaal_

V.8) - CATENE CEEMMATICHE

Ogni vmncolog asterno od interno, come s8i &. éetto,r
consente alcuni upostamentl delle strutture colle
gate e ne impedisce altri s gii Spostamenti Lconsen
titl possono essere Sempre rlguagdatl came ﬁOtaZlG
ni intorno a centri di rotazione propri o impropri
a secondo che si tratti di rotazioni propriamente
dette o di traslazioni. B

Si riportanc di seguito i centri 4di rotazlione ammes
si dal plﬁ comunl v1n0011 esternl s 1ntern1,'“' :

pendoﬁa Aempﬂiea consente "le rot&zidni’inhormo ad "
un centro appartenante al
“la retta paa$ante pax 11
suo asse.

carhello conseﬁt@ la rotaziond 1ntarno Bl un cen
tro appart&nente allia ret‘
ta passante Fax la cernie
‘ra e crtogOnaae al plano

“‘fdl scorxlmentQ,

e

iuconsemte le rota?lanl intox
"7 me ad un centro allflnflni.
a to dl qualunque &1?9310neﬁ

\
(AR




cerniera consente le rotazioni intorno al proprio
‘baricentro che é& dunque 11
centro di rotazione.

' R

doppio pendofe consente le rotazioni intorno ad

un centro all'infinito del

la direzione dei pendoli.
Padid

A secondo che i vincoli siano esterni od interni i
centri sono centrd di notazioni assolufe  ovvero
centrd di rotazioni rnelative,

~ Una struttura costltulta da una sola trave v1nco
lata all'esterno & Labife se tutti i vincoli ammet
tono lo stesso centro di rotazione assoluta,

- Una struttura costituita da pill travi vincolate

all'esterno e fra loro & Labile se tutti i centri

di rotazione assoluti e relativi soddlsfano le se

guenti proprietd :

1} considerate due travi { e i, devono risultare
allineati il centro C di rotazione assoluto
della trave Ay 11 centro(f di rotazione assolu-

to della trave { ed il centro C&j di rotazione -

relativa delle travi 4 e j§,

2) considerate tre travi i,{,2 devono risultare
allineati il centro di rotazione relativa C if
delle travi £ e § , il centro di rotazione re
lativa Cjp delle travi § e k , ed il centro di
rot321one relativa Ch& delle travi k e £ .




Una struttura fLabile costituita da travi rigide pren
de il nome di cafena phinamalica,

Le pxoprmeta delle catene cilnematiche dianzi enuncma
te consentono non solo &A sapere s& una struttura é
labile ma anche &i determanaxe i centri di rotazione
1ncogn1t3 e poter cosi traccaaxe i diasgrammi delle
componenti. degli spo%%amentl secondo un’asseqnata
direzione; per una struttura avente n gradi di liber
A, 4 diagrammi suddetti saranno definiti a meno: di
ﬂ‘p%rametml.

Esemplo : si voglia determinare per la struttura la

R pile in £ig.26.5 il diagramms delle compo
nenti degli spostamenti secondo la dire-
zione x




8i determinano innanzitutto i centri di rotazione

‘assoluti e relatlvi diyidendo la struttura nei tron
chi I,II,III e IV. Il L txonco essendo vincolato al
suolo con un vincolo triplo & fisso e dungue il cen

tro assoluto <, ed il centro relativo‘c1 , hon esi-
. ¥ .

stono; il centro C_ dovendo appartenere contempora

neanente alle rette Y ed ry si trova sulla loro in

tersezione; il centro C2 3 coincide col baricentro

della cernieva D; il ¢entro C3 deve appartenere al

la retta rE‘ma dovendo essere C2,023,C3

deve appartenere altresl alla retta rD'é dunque C3

si troverd sulla intersezione di rn ed ryi il cen

tro C3 4 coincide con il baricentro della cerniera
¥

G ; il centro C4 deve appartenere alla retta‘rH_ma

allineati deve apparteneré

allineati,

dOVendo essere-c3,034,c4

altresi alla retta r, e si troverd dunque sulla in

tersezione di rG ad rH.

Noti i centri di rotazione li si proietta seccondo
la direzione r su di una fondamentale ortogonale
ad r. Il diagramma cercato & quello in figura do-
vendo’ avere ordinate nulle in corxrrispondenza dei
centri assoluti e rotazioni relative in corrispon-
denza dei centri relativi.

Se si vucle conescere poi lo spostamento relativo
fra 1 punti P e Q, appartenenti ai tronchi III e
IV, nella direzione BP0 , esso & fornito dal pro-
dotto fra la rotazione relativa 65y fra i tron-
chi III e IV e la distanza d3t+del centro 034 dal
la congiungente PG .




V.9) - RICERCA DELLE REAZIONI YVINCOLARI

si perségue imponendo 1l'equilibrio dell’intera'strqg
tura o di parti di essa sotto lfazione delle solleci
tazioni esterne e delle renzioni vincolari.

DETERMINAZIONE ANALITICA DELLE REAZIONT VINCOLARI
Nel casc pilt generale di struttura piana costituita
da £ travi, si posszono scrivere 34 equazioni di e~
‘quilibrio; se la struttura & isostatica si otterrd
un sistema di 3£ equazioni nelle 3t xeazioni inco-
gnite. Con notazione matriciale il sistema si pre-
senterd nella forma : |A] [¥] = [F] in cui [a] &
1a matrice dei coefficienti che dipende dalla sola
geometnia della struftura ed & indipendente dalla -
condizione di carico; [X] & il vettore incognito ,
ovvero la matrice colonna delle reazioni vincolari ;
incognite; [F] & il vetfore di cardco ovvero la ma |
trice colonna dei carichi applicati. E' importante . Ifi

osservare come, affrontando il calcolo in via matri
ciale, sia possibile studiare la medesima struttura
sotto 1lfazione di pil condizioni di carico differen
£i, e Ccid invertendo una sola volta la matrice [A]
e cambiando di ‘volta in volta il soleo vettore.di ca
rico {F]: infatti essendo la soluzione data nella
forma [X] = [A]"%[F] al variare delle condizioni di
carico cambierd la sola [F] e la soluzione si otter-
rd operando il nuovo prodotto [A}“?EF] avendo inver
tito una sola volta la [a].

guando non si cerchino tutte le reazioni vincolari
della struttura ovvero guando sia elevato il numexro
di equazioni del sistema & possibile in alcuni casi
esprimere le condizioni di equilibrio in modo da ot
tenere pill sistemi ognuno dei quali con ridotto nu-
mero di equazioni e di incognite.




Esemplo : volendo determinare le reazioni vincolari

fig. 27.5

.della struttura ad arco riportata in fig.27.5, fig
sato un riferimento cartesiano, una convenzione po
sitiva per i momenti, e sostituiti i vincoli con le
reazioni vincolari lncognlte da e551 esplicabili
(cul s;a stato attribuito un verso arbltrarlo), si
puo operare secondo due d;fferentl metodi :
I) si scrxvono le equaz;onl di equilibrio alla tra
slazlone orlzzontale e verticale ed alla rota21o

ne attorno al punto B per i due tratti costltuen
ti la struttura

RAZ + RBZ = 0
‘RAy + RBY ;’»‘ 0

: £+RAZ'§R.==0
”RBZ—F+ RCZ B ?
“Rgy * Roy = 0

L
-Fe = 4+ 4= =
Fe 3 + R, Ry, 4= 0

. Se ne ottiene un sistema di sel equazioni nelle sei
reazioni vincolari incognite che in forma matriciale

- T3 -




i scrive :
— 7r MT —1
o 1 0 1 0 0 R 0
Ay -
1 30 j 0 0 ] RAZ 4
£ = 0 a 0 - '
-0 0 0 =1 4] 1 RBZ ¥
’ CY 'e«
0 i 0 0 O _£ L RCE . __.E'_zn B

II) ‘8igcrivono. le equazlonl -di equlllbrlo in modo
ralte da ottenere tre sistemi, ognunoc 4i due e- ..
qua210n1 Ainc due 1ncognlte :

Equlllbrlo”del tratto AB; attowno a B R EfR éﬁﬂ)

s 2 I
Equll;lgf;:?fg:l_ tmttoi;}c at?o%mo acC RA 2£+RAZ > +F 2 =0 \
Equilibrio del, tratto, BC atterno a B R £ Rcyw -'-g- zo l':;
squilibric del trabto AC attorno a A’ - c" '%‘ “Rey .2€+Fﬂ..=0 3

Equiiiﬁiiéﬁééi tratto AB attorno a A Ré‘"%ﬁa E?

pquilibrio del tratto BC attorno é_c_ %ﬁ}wﬁ&ﬁﬁF~F=0

ed in forma matriciale

2 —%yj Tr. T 0
2 - . ) B p'ly = . F ﬂ,
22 % - " RAz_ - ??




Come si vede mentre nel primc caso & necessario ope
rare su matrici di ordine 6x6 e 6x1 nel secondo caso
ci si limita ad operare su matrici di ordine 2x2 e
2x1. Tale semplificazione dipende dalla scelta del-
le equazioni di equilibrio ma non & sempre possibile.
in ogni caso la risoluzione dei sistemi fornisce le
reazioni incognite in modulo e verso: in particolare
per ogni reazione il verso arbitrariamente prefissa-
to é quello giusto se il risultato & un numero posi
tivo, l'opposto se il rlsultato & un numero negati-

VO.

9ETERMINA210NE GRAFICA DELLE REAZIONI UTNCOLARI

Si persegue 1mponendo che le sollecitazioni esterne
e le reazioni wvincolari dell'intera struttura o di
parti di essa, costituiscono un sistema di vettorl
avente poligono dei vettori e poligono funicolare
chiuso.

A titolo 41 esempio si riportano alcune strutture
rigsolte graficamente :
I Esempio.




Per lteguilibric del tronce BC le reazioni~RBsed:RC

devona costituire un sistema di vettori equivalente
a zero e cioé una coppia di braccio nullo; la retta
di applicazione del due vettori, supposti non nulli,
deve esgere percid conglungente BC; per llequilibrio
del tronco AB, nota la direzione di RB e quella 4i
RG,
riamente passare, oltre che per A per il punto H in

tersezicne di RE ad RG e ¢id perché dovendo avere

momento riSultante nullo i vettori R ¢ R RA devono
L%

la retta di applicazione della RA dovra necessa

passare per 1o stesso punto.

Per llequilibrio del tronco CD le forze R, ¥, R,
X

cf
' Rg“deVGno costituire un-sistema di vettori equiva-

léhti:a Zaro: 1a-RC ha retta di applicazione rBC,la

- ha retta di applicazione r’ la loro. risultante
- hd come retta di ap@llcaylone %a r_; essendo nota al
tresi la direzione di F, la R dovra essere appllcam
" ta ‘alla retta passante per D @ per il punto O d4i in-
aLtexsezione di rAme,della\retta dl applxca21qne di F.

Note le dlr921on; di. tutte le reazioni si determina
no moduli e versi dei vettori LnCanltl costruendo
A pol1gono di’ equlllbrio portan&o 1é parallele a

i .edyrD,pex”gl%:gstrgmlﬁdel vettore ¥ si individua

A
nq;ﬁﬁ elRD;“txacqﬁgnﬁqﬁpar;glibestrgmi ai RA le pa
rallele ad rGE_?“aﬁ}FBC si ottengongflahRG?e,%ayreg

zione che il vincolo B esercita sul tronco AB.

I1 I poligono esprime l'equilibrio dellfintera strut
tura, il II poligono esprime l'equilibrio del tratto
AB.




11 Esempdo-

fig. 29.5

Per-l‘equilibrio del trqnao AB la RA e 1a,RD.devpno
. costituire una coppia uguale e contraria allsa MB
--esplicata dal vincolo B: la R ha percid direzione
_parallela a DE passante per A, per l’equlllbrlo del

- 1tintera struttura anche RC avra direzione parallew

la ad RA; passante per C: dovendo R. ed R costitui

A C
‘re una coppia uguale e opposta ad M esse avranno
modulo Rﬁﬁchm g& e versi tali da opporsi ad M .

“Per 1'equilibrio”alla traslazione del tronco AB sa-
: ra:RDx- 40 Per l'equilibrio alla rotazione dello

o o o - m o
stesso §?0n§o MB—‘RA d1 = 3 ._ﬁ?.

- 7T -




111 Esempio,,

si-detérminano i:moﬁmiiwed i ver

rNote 1@ ﬁlerLOnip




V.10) - PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALIL APPLICATO AL
~ CORPI RIGIDI.

Condizdione necedsania e sufficiente pernchs umw s4i- S
stema di corpd rigidi con vincoldi bitaterali e pri '
vi di attrnddo sia in equilibrio in una configurazio
ne C, & che nisulti pullo if Lavoro vintuale delle
5onza ad ¢850 appﬁ&caze per qualfunque Linsieme di spo
stamenti virtuali comp&uzo a partire da C.

In tale enunciato per {oxze si intende qualundque ti
po di sollecitazione esterna o interna applicata al

‘sistema di corpi, per spostamenti vintuali si inten

- dono spostamenti piccoli e compatibili con i vincoli.
Il principio dei lavori wirtuali applicato ai corpi
rigidi si utilizza per la ricerca delle reazioni vin
celari o delle caratteristiche della sollecitazione
interna {(una per volta) nelle strutture isostatiche.
Operativamente si sopprime la componente del vinco-
lo sostituendeola con la reazione incognita o con la
caratteristica della sollecitazione interna che essa

"~ esplicava prima della sconnessione: Ta struttura &
cosi divenuta una volta labile, ma & ancora in equi
librio sotto l'azione delle sollecitazioni esterne

e della reazione vincolare incognita: usufruendo del

. metodo delle catene cinematiche si determinano i cen
tri assoluti e relativi di rotazione e si traccia
quindi, sempre nell'ipotesi di piccoli spostamenti,
uno qualunque dei possibili diagrammi delle componen
ti degli spostamentl, in una opportuna direzzone, pur
‘¢hé ‘compatibili con i vincoli.

A questo punto,per il principio enunciato, dovendo es
sere la struttura in equilibrio,si pud eguagliare a §
zero l'espressione del lavoro compiuto dalle solleci
tazioni esterne e dalla reazione vincolare o dalla
caratteristica della sollecitazione interna incogni
ta,

- L'eguazione che cosl si scrive contiene la sola inco
gnita cercata con il verso attribuitole inizialmente
o l'opposto a seconda che il segno sia positivo ¢ ne
gativo.
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I Esemplo: si voglia datermlnare, pex la struttura
. in fig.31. 5 supposta costituita da travi
rlgxde e wincoli bilaterali e privi di

attrito, la reazione Rc col principio dei

lavori virtualil

2 B B
N R o e a/g e, L
fig. 31.5

Essando il carrello in C un vincolo sem9llce, si so
stituisce con 'la reaziéne incognita da essor esplxca
"ta asségnandons arbitrarismente il verso; per la

stiuttuia’ divéentta cosl labile si determinano i cen
tri di rotazione e si traccia, un possibile diagram
ma di spostamenti virtuali (vedi £ig.32.5)




I1 lavoro compiuto dalle sollecitazioni esterne e
&alla reazmone lncegnlta si sorive 3o

L*ﬂ "‘"‘Rc"sRc 4+ F-S - ’W“’a, + L o st}.dz

e nellfipotesi di piccoli spostamenti :

L ~R_"¢"'£‘ tFegek =Me2¢ + pegeget = 0

uguagllando a zero tale lavoro si ottxene :

R‘ -2m1+Fn@Ez2
C 3

Come si nota il risultato & indipendente dallfango-
lo ¢ scelto per tracc;are il dlagramma di spostamen
tl v1rtua1i o

;I‘Eéampfqr} ancora nelle ipotesi precedenti si"vo-
B A glia calcolare per la struttura in” fl—
'gura 33.5 il momento flettente nella

sezione e

f£ig. 33.5




gi introduce in tale sezione una sconnessione avve~
ro un vincolo interno doppic tale che non trasmetta
il momento flettente, ciod uns cerniera propria ed
applichiamo alle sezioni sconnesse la caratteristi-
ca momento M_ che si trasmetteva prima della sconnes
sione: la struttura & divenuta cosl labile ma avendo
supposto di applicare in-D proprioc i momenti fletten
+i che si trasmettevano prima della sconnessione la
struttura & ancora in equilibrio. Con lfausilio del
metodo delle catene cinematiche si traccia quindi un
possibile diagramma di spostamenti virtuali ad esem~
pic gquello delle componenti verticali degli sposta-
menti (vedi fig.34.5) S

fig, 34.5

§i scrive guindi lfespressione del lavoro compiuto . -
. dalle coppile MD per la rotazione relativa ¢2’3 @




dalla forza F per la componente S dello spostamen
. . . a: FP ‘ L=
to di P nella direzione di F

. e e »
L= ~FeSpo Moo, 4

Uno dei modi di operare per ottenere S__ & guello
di ricavare prima S_, effettive spostamento di P ,
che nelle ipotesi fatte avviene 1ip direzione orto-
gonale alla congiungente il centreo C, con il punto
P : si portano dungue per gli estremi del vettore
S, componente verticale di S_, le parallele alla
direzione di S_ ed alla direzidne orizzontale.
Noto S_, le parallele condotte per i suoi estremi
alla direzione di F ed alla direzione ortogonale
ad F fornisce SFP‘ :

L'espressione del lavoro eguagliata a zero forze :

- Jin funzio
p © ¢2’3 o

Fe |

SFP |

M, = |

D % 3 |

14 . .

nella quale vanno esplicitati § |

ne di ¢.

V.11) - DIAGRAMMI DELLE CARATTERISTICHE DELLA SOLLE-

CITAZIONE INTERNA.

RELAZIONT FRA CARATTERISTICHE DELLA SOLLECITAZIONE
INTERNA E SOLLECITAZIONT ESTERNE,

Si consideri una gualunque struttura caricata nel
modo pitt generale possibile, forze orizzontali p (2},
forze verticali p {(z} e coppie flettenti m_(z2) ri-

partite con legge’qualungue lungo l'asse 2z della
trave, e si pensi di isolare un tronco di trave di
lunghezza (b-a) : le sollecitazioni ad esso appli-
cate sono allora le sollecitazioni esterne e le ca
ratteristiche della sollecitazione interna che si

© trasmettevano prima di operare i tagli nelle sezio
ni ae b (vedi £ig.35.5.).

—.83«.
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(T ) LT Tz
| mw be ()

fig. 35.5

novende essere il tronco di trave in eguilibrio, do

vranno essere soddisfatte le equazioni cardinalil del

i1a statica :
-~ Eguazione dl equmllbrlc alla traslazione orizzonta

le :
b
M (b) ~N{a) ?Jl’ pzfz}dz =0

ma essendo, in assenza di forze concentrate

e ani{z)

b
N (b} ~N{a) - jl R

az

si pud scrivere

o {dN(z)w

i az

J +p,(z))dz = O

a

e dovends éssere tale eguazione soddisfatta per qua
luncgue valore dellfintervallo (a,b), owverc per-gua
lungue tronce -di trave, dovrd cssere s .

N (z)

{z} = 0 oOVVerc




amzl |
a7 PZ€Z)

i

equazione differenziale che lega lo sforzo normale
al carico rlpartlto agsiale p (z)

- Equazmone di egquilibrio alla traslazione vertlca
le T

b
T(b) -~ T(a) + { p {z)dz = 0
g Y
ed essendo, in assenza di forze concentrate

(b
T(b) - T(a) = | -‘-i-%‘-?;l'az
si pud scrivere

b L. : o
f (~----~----—-—-dz + py(z)] dz = 0
e con ragionamenti analoghi al caso precedente

ar{z) g '
inir P, i S + )
az Py(z) Ollﬁovvero

ar(z) _ - |
dz - Py(z)

equazione differenziale che lega il taglio al cari
co ripartito tagliante py(z}a

- BEquazione di equilibrio alla rotazione attorno al

punto di ascissa z=a
- b L Y
M(h)-—M(a)-(b~a)T{b)-J mf(z)dZml P (z) (z-a)dz=0
a ‘a Y

;
i
i
|
\
I



ed essendo in assenza di forze concentrate
lr am(z)
J dz

M(b) =~ M(a) = dz
C B a ‘

nonché: ¢

o

e g ,
e e - [ SR
m_! T(z)dz+[%(2)(z—a)]'_=

a - <a

(2-a) dz =;-«~f

o

B i
j T(z)dzw (b) (b——a)

=l

e sostituendo nella prima equazione sighaié

 1_“{?MéZ) mf(Z)“T(Z)JdZ;f.T(b)(b“&)fT(b}ib”a)#G‘
/ a z g : o

da cui :

e - .mf (z) = T(a)

Quando, come in genere accade m (z)=0 ‘51 ha :

dez)

dz = T{z)

equazione differenziale che lega le caratterlstlche
interne flettente e taqllante. B DR
Dalle relazioni : -

am(z) _ dT(z');';:_' o

Az =T (z} e dz_fm hpy(z)
si ricava altresi 1’ equazione differenziale che le-
ga il momento flettente al carico ripartito taglian

Py (z} « \ _

U d2M(z)
dz?

= "'yy,-"(zi)'




DETERMINAZIONE ANALITICA DEI DIAGRAMMI

Consiste nel determinare la funzione che esprime la
legge 4i variabilitd della caratteristica cercata.
In particolare, fissato un sistema di riferimento,
si determinanc le reazioni vincolari e si sostitui-
scono ai vincoll applicati; per la trave libera in
equilibrio sotto l'azione delle sollecitazioni ester
ne e delle reazioni wvincolari si pud scrivere la
espressione della caratteristica cercata in corri-
spondenza della generica ascissa z: il diagramma cer

cato sard rappresentato da una funzione continua per

ogni tratto di trave compreso fra due sollecitazioni
concentrate, in corrispondenza delle gquali si verifi
cheranno le discontinuita.

Esempioc : per la trave in fig.36.5 si vogliano le
funzioni momento flettente e taglio

biad

-iP @1% ;

fﬂL 3a5

Le equazibni cardlnall della statlca porgono :

_pt, B
2

RA = +_ 7
~m
o B A
A 9 I

La trave sottoposta alle sollecitazioni esterne ed

alle reazioni vincolari & ancora .in equilibrioc (ve
di £ig.37.5)
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£ig. 37.5

sa vale :

5 ”@T@ -sz"f"tg."i

M(z)=R, 2 mﬁq E- _ me [2

IL tagllo nella qenerlca se?lone di ascissa 2 vas
T(Z) == RA* pz = ~-pz + %; + ﬂ%

Le espressmoni testd scrltte si- dicono anche eép&eé
A&on& ”Oﬁ&@ﬂi& &el momento e del tagllo all‘asc1s$a Z.

'Qualche consxdexazmone % T
- %5’ funzione momento & guadratica e cid si: poteva
desumere d;rettamenta dalla relazione - Y

2 -
g‘“‘"‘“:,;%'}” "’P (2)';
- 1a¢funz;one tagllo & llneaxe come 51 poteva gla

desumere dalla relazione dT(z} | "a pateva

. dz

,essere determlnata an21cche in. vma airetta, derl'

‘van&o la funzxone momento, e, clb in base alla re

lazione dM(z) '

e : ~-dz
- ancora 1n base a questﬁultlma relaz;one la funzzo

ne. M(z) . presentera un Mmassime .all'asc1ssa\ﬁﬁ$kin o
cud, attlnge valore nullo la fun210ne T(z) o E
By M

T{Z):::[}-z»z m e— 3 M m-—-*-—-
[} P max p |

"‘P(}

= T{z} s m i




TRACCIAMENTO GRAFICO DET DIAGRAMMI PER TRAUI Aﬂ
ASSE RETTILINEQ -

Si assume in genere come {ondamentale del diagramma
ltasse della struttura, le ordinate si riportano nor
malmente ad essa e si leggono tutte nella medesima
scala. Convenzionalmente le ordinate del momento
flettente si riportanc dal lato delle fibbre tese
della trave, mentre le ordinate del taglio e dello
sforzo normale si riportano al dicopra o al disot-
to della fondamentale a ‘seconda del segno positivo
o negativo; in ogni caso 1 diagrammi devono essere
sempre contraddistinti dal proprio segno.

Il tracciamento grafico dei diagrammi pud essere e

seguito in due modi :

- diagrammando le funzioni M(z), T(z), N(z) quando
queste siano state gid determinate analiticamen~
te o

- tracciando i diagrammi a maniera ossia qualitati
vamente e cid con -considerazioni sulle relazioni
differenziali esistenti fra caratteristiche del-
la sollecitazione interns e sollecitazioni ester
ne; in particolare : _ _

- l*inclinazione del diagramma del momento in una

sezione & data dal taglic in quella sezione;
- 1ltinclinazione del diagramma del taglio in una
sezione & data dal carico tagliante nella sezio
ne; . .

- 1l'inclinazione del diagramma dello sforzo norma
le in una sezione & dato dal carico assiale nel
la sezione ;. : .

- in corrispondenza di una coppia concentrata si
riscontra un salto pari alla coppia nel diagram
‘ma dei momenti mentre nel dlagramma del tagllo

nulla varia; - ‘

= in corrlspondenza di una forza tagliante concen

trata si riscontra una dlscontlnulta angolare

nel: dlagramma dei momenti ed un salto nel dia-
gramma dei tagli, entrambi di valore pari alla
forza applicata ;

- 89 -




--guando alla trave & applicatoc un carico taglian
. te ripartito rappresentato da una funzione di or
.dine n-il diagramma.dei momenti € una curva.di.

- ordihe u+f e il dlagramma del taglio & una:cur
va di ordine n+]; . : SR TR

-~ in corrispondenza di una forza a551a1e concen~
trata si riscontra un salto nel diagramma dello
sforzo normale;

- quando alla trave & applicato un carico assiale
ripartito rappresentato da una funzione 4i ordi
ne #n il diagramma degli sforzi normali &€ una
curva di ordine n+1.

Esempio : per la struttura piana in f£ig.38.5 si
traccino i diagrammi delle tre caratteri
stiche della sollecitazione interna

1B
el ‘
D
»QpA Eo
£i9.38.5




La determinazione delle reazioni vincolari si pud
effettuare ad esempio graficamente e si possono so-
stituire i wvincoli con le reazioni da essi esplica
te (vedi fig.39.5. - ove il poligono delle forze &
riportato nella scala 4:1). '

- fig. 39.5
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DIAGRAMMA DET MOMENTI FLETTENTI :si pud in guesto™
¢ago tracciare preésgcindendo dalla scala che potra
essere fissatd alla fine. Essendo ovunque nulli i
carichi ripartiti, le leggi di variazione del mo-
mento -saranno ovungue l:.nearlc Iniziando il trac=
ciamento dalla sezione A in cui il momento & nullo,
Sl .prosegue con la stessa 1egge fino a B dove ia.

' presenza della reazione RBA

induce un punto angoloso




nel diagramma pari alla variazione di taglio. La
legge di variazione del momento nel tronco BH & ta
le da annullarsm nel punto I dove la risultante dl

R, ed‘RBA incontra 1*asse della trave. Il momento,

uguale sulle due facce del nodo H per l'equilibrio”

alla rotazione, prosegue con legge lineare lungo il

tronco HC, annullandosi nella sezione 'di ‘applicazio

ne del pendolo e mantenendo la stessa inclinazione
(non essendoci variazione di taglio) fino alla se-
zione di applicazione della forza F ove ci sarid un
punto angoloso del diagramma. La legge fino alla se
zione O & lineare e presenta un punto di nullo nel-
la sezione in cui la risultante delle forze agenti
sul tronco incontra l'asse della trave. Analogamen~
te il momento, uguale sulle due facce del nodo O,
varia con legge il cui punto di nullo & ‘quello P'di
intersezione dell'asse della trave con la retta di
azione della rlsultante delle forze R, ed F. ~In
corrlspondenza della sezione D si avra una varla
zione di inclinazione della legge lineare uguale a
gquella che si verifica della sezione B e c;é‘per es
sere lo stesso il contributo tagliante del. pendolo
BD, Il diagramma nel tratto DG ha andamento tale da
annullarsi nella sezione % in cui & applicata la
cerniera (vedi fig.40.5). -

DIAGRAMMA DEI TAGLI : si ottiene determinando la
componente tagliante della risultante delle forze
applicate . ad ogni tronco e riportandola in una pre
fissata scala a partire dalla fondamentale. Essen-
do ovunque nulli i carichi ripartiti, il diagram-~
ma del taglio avri sempre andamento costante e pre
senterd discontinuitd tutte le volte che si verifi
ca una variazione dello sforzo di taglio (vedi £i-
gura 41.5).
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DIAGRAMMA DEGLI SFORZI NORMALI : si traccia deter—
~minando le- compenentl normali-delle successive ri-:
sultanti delle forze applicate ai singoli tronchi-
e:riportandole in una:prefissata scala a partire.
dalla fondamentale: Anche su gquesto caso il .diagram
. ma-avrd per tutti i tronchi andamento costante): es
sendo nullo-il'carico ripartito applicato, e presen
terd discontinuitd tutte le volte: che si verificher
ranno variazioni 4i sforzo normala (vedl flg 42.5) .
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TRACCTAMENTO GRAFICO DET DIAGRAMMI PER TRAVI AD ASSE
CURVILINEO.

i assume in genere come {ordameniale per il diagram
ma il poligono funicolare delle forze applicate alla
struttura: le ordinate si riportano noamalmerfe ai
lati del pollgono funicolare e si leggono in una sca
la differente per ogni tratto. Solo nel caso in cui
tutte le forze abbiano la stessa direzione & possi-
bile adottare una scala unica, leggendo le ordinate

parallelamente alla direzione delle forze. Nel segui

té, per una struttura ad arco caricata con forze pa-
rallele, 'si tracciano i diagrammi dei momenti flet~
tenti con i due metodi sopra desc¢ritti, avendo pre-
- messo il tracciamento del poligono funicolare e del
poligono dei vettori :
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1 metodo

fig. 43.5

Le ordinate del dlagramma (vedi £ig.43.5), riporta
te ortogonalmente 'ai lati del poligono funicolare’
rappresentano, sezione per sezione, la distanza del
1a risultante delle forze che precedono .o seguono .
la sezione, dalla sezione stessa. Tratto.per, trat-.
to, dunque, le ordinate wvanno moltiplicate per la
risultante delle.forze che: precedono o seguono la
sezione e lette nella ‘scala delle lunghezze per la
scala delle forze. ;




11 metodo :

fig. 44.5

s1;ed‘p;2"‘rispettivamente le ordinate ,
nel primo diagramma (vedi fig. 43.5) e hel secon—'
do "diagramma (vedi fig.44.5), corrlspondenti alla
medesmma sezione S rlsulta s

Dette. n

M= _RA;'_.’_‘SL'Q _SF"sL = RyTngpTsena SpeS =

R
( Asena)nsz SFSL

ma R seﬁd & una guantitd costante che rappresenta
la distanza polare d. Le ordinate del diagramma
dei momenti, tracciate parallelamente alla dire~
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zione delle forze, si leggono tutte nella ‘Stessa
‘scala ottenuta moltiplicando la distanza polare
fper la scala delle forze pexr la scala delle lunv
'ghezze,
Per Guanto rlguarda i dlagramml dei tagll e degll
sforzi normali essi possono costruirsi solamente
'per punt1 calcolandone i valorl sezione per sezlo
ne,’
:V 12) TRAVATURE RETICOLAR; PIANE. e
11 Sono- partlcolarx ‘strutture piane. COStltﬂlte da ! tra
w1 generalmente wettilinee disposte secondo.’un re-
“ticolo-e mutuamente vincolate da cerniere ciline-
driche il cui asse & ortogonale al piano dellastrut
turas- le travi. prendono nome di aste, -le cernieére,
¢he sicsuppongono. prive:di attrito; si dicond nodd.
sQuando :tali-strutture sono’ sollecitate. esclusiva-
mente in corrispondenza dei nodi- (Aoﬁﬁac&i&a&one
puramente nodaley, se:-le aste sono rettilinee, .
ge risultano,: per l¥equilibrio,: sollecitate dalla
isola caratteristica sforzo normale s in questo Ca
so se -lo sforzo esercitato dai: nodi sulla-asta &
0_@@_ ) di trazione,.lfasta si definisce
i TIRALTE .. . tinante;se-invece lo-sforzo eser
aeqnnmmwummuuu¢~4wo. citato dai nodi sdilltasta & di
. PUM 'mus
LR S compressmone, l1tasta: sm.defmnl—
e puntane.ﬁ i T T 5 T
Ngl caso:in-cui la 3011901taz10na sia puramente
nadale ma -le asté non: siano rettilinee,. oppure ‘mel
casoin -eul le aste siano Yettilinee e le solleci
tazioni non sianc. anpllcate ‘solo in ‘corrispondénza
dei nodi ma anche lungo le aste, queste ultime non
sono: pild sollecitate a solo sforzo normale ma. an~
che. a taglio ed a momento flrettente; la stessa ¢o
sas si veérifica. altresi gquando 1 vincoli interni:
non _sono nedd cennienda ma nodi incasidno. . .

TRTE

Bé“ he lo studlo delle travature retlcolarl plane
possa essere aifrontafo con gli strumenti di’ Calmf:g'




colo generale validi per gualungue tipo di strut-
tura, nel caso di travature con sollecxtazxone pu
ramente nodale e nodi cerniera risulta convenien-
te adottare le metodologie di seguito esposte,par
ticolarmente indicate per tali sistemi d4i trav;.

METODO DET NODI : consiste nellfimporre l'equili-
brio di ogni nodo. ‘ '
Analiticamente tale metodo si traduce nello scri-
vere, per ogni nodo sottoposto alle sollecitazio-
ni esterne attive e reattive ed alle sollecitazio
ni interne indotte dalle aste, le due equazioni di
equilibrio alla traslazione orizzontale e vertica-

le. Volendo risolvere la struttura globalmente, de

terminando cio& contemporaneamente tutti gli sfor
2i nelle aste e le reazioni vincolari esterne, &
sufficiente scrivere le due equazioni di equili-
brio per ogni nodo : se n sono i nodi della tra
vatura si otterrd cosl un sistema di 2» egquazioni
nei 2n sforzi incogniti. Viceversa, scegliendo
successivamente nodi nei quali non convergano piil
.di due aste i cui sforzi siano incogniti, & possi
'blle, pill semplicemente, risolvere n sistemi di

2 equazioni in 2 incognite.

Graficamente tale metodo consiste nellfimporre che
il poligono delle forze agenti su ogni nodo sia
chiuso, ovvero a risultante nulla. Essendo grafi-
camente determinata la sola operazione di scompo-
sizione di un vettore secondo due direzioni, il
metodo & applicabile solo purché esista di volta
in volta almenc un nodo nel gquale non convergano
pill di due aste i cui sforzi sianoc incogniti.-

mEéeﬁpia': per la travatura reticolare {capriata
semplice) in f£ig.45.5, una volta determinate le

reazioni vincolari esterne RA ed RB' si & proce

ceduto alla determinazione grafica degli sforzi
nelle aste con il metodo dei nodi tracciando nel
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l'oxdlne 1 pollgonl di equlllhrlo dem nodi A ’

Dj ' mc . E Rlcordando che nelle ipotesi fatte
gli sforzi sulle cerniere. hanno la dlrezlonevdéile
aste, si pué iniziare dal ‘nodo A nel guale conver-
gono golo due aste i cui- sforzi~sono. 1ncogn1tl

41 pollgono ai- equlllbrio della cerniera Alsir ot—
tiene" sempllcemente ‘conducendo per ¢gli:éestremi del
vettoré R, le parallele-alle’aste AB e AD-edvassé-
gnan&o i~ ver51 per modo che il poligono risultis

Chl : f zi N ed "N . cosiideterminati %

fig.45.5

rappresentano l’a21one delle aste sul nodo per cui
l‘asta AB rlsulta éssere .un puntone e lfasta AD

P




Si passa qu1nd1 al ncdo D nel quale rlsultano in
' cognltl i soli sforzi nelle due aste DB e DE : ¢O

struito il polmgono delle forze note N DA ed’ Fl,'

per 1'orlgine e per lfultimo estremo di esso si -

conducano le parallele alle aste DB e DE costruen
;do il poligono di equilibrio del nodo D : entram-
. be.le aste DB e DE risultanc essere tiranti.

-In maniera analoga si procede per gli altri nodi.
E! importante sottolineare che gli sforzi nelle

~. aste determinati con tale metodo risultanc esse-

re sempre azioni delle aste sui nodi.

METODO DI CREMONA : & un metodo grafico che consi
ste nel. disegnare i poligoni di equilibrio di tut-
ti i nodi della trava

tura in un'unica flgg

ra e cid per ridurre
. gli errori grafici.

Tale diagramma, che

prende nome di cremg

fissando innanzitutto
un verso di circola-

di il -poligonoc delle
forze esterne nell'or
dine in cui si incon-
trano lungo la strut-
tura seguendo il ver-
.80 di circolazione
fissato, e costruendo
successivamente 1 po
ligoni di equlllbrlo
TSV : s dei nodi.: .o g

Ee TS -~ - Esemplo:.in~fig. 46 5
' & riportato.il c¢cremo
niano per la capriata
semplice di f£ig.45.5.
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METODO DI RITTER : consente la determinazione .ana

litica degli sforzi, uno per volta. Data una tra-

vatura reticolare piana per determinare lc sforzo

nella generlca asta AB si pracede come seguea

- gi calcolano le reazioni dei v1ncoll esternl @
gi sostituiscono ad essi; -

- si opera una sezione (sezione di Riften) tale da
dlvidere la travatura in due tronchi distinti S

ed S2 tagliando un numero qualungue di aste in

modo tale perd che tutte le aste sezilonate, ad
esclusione di quella nella guale si cerca lo
sforzo, converganc in un punto proprio P (caso a)
oppure in un punto improprio del piano {(caso b);
- si applicano alle aste tagliate g11 sforzi inco-
. .gniti che esse trasmeutevano prlma ai operare 1a
'm‘seZLOne, flssandone arbitrariamente 1l vé¥so;”
= lo sforzo incognlto NAB si determxna scrlvendo
\prer uno del due tronchi in ‘cui & stata’ sudd1v1~
.58 la struttura una equazione dl equillbrio alia

m¢;r0t321one intorno al polo P nel caso a) e una’

.. 'equazione di equilibrio alla traslazione nella
ﬂ}dlrealone ortogonale ad r,nel caso b) ' (vedi fig.

"47 5). s in entrambi i casi si ottiene unfequazio

...0e ai equllibrlo in una sola incognita la N

“Esempio. : assegnata la travatura reticolare in flg.
48.5 [trave Mohnie) si determinino con il metodo




di Ritter gli sforzi nelle aste CP e CD.

£ig.48. 5

.Sostltulti i vincoll estern; con le reazmonl che
essi esplicano, si divide la travatura in due tron
chi dxstznti mediante una sezione di Ritter che ta
gll‘le aste CD, CP, QP, (si noti come in: questo ca
S0 partlcolare la medesima sezione consenta di de-
terminare entrambi gli sforzi cercati) . Si applica

no guindi alle aste sezionate gli sforzi NCD’ NCP
NQP che si trasmettevano prima del taglio e.si con
sidera ad esempio l?eqgquilibrio della parta di sini
stra (vedi fig.49.5). Per determlnare lo sforzo NCD
.nellﬂasta CD-si
scrive llequazio
ne di equilibrio
z ﬁﬁg; alla rotazione
{j E del tronco di tra
ye. Vep ~ vatura, intorno
| ' %\g ~ al punto proprio
o P in cui’ concorro
’Nag " no le aste nelle
" quali non si desi
fig.49.5  derand' conoscere

‘gli sforzi’ -

0o
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—3F 2a F a NCD ‘a‘ l Q |

La particolare scelita del polo consente come si- ve.

de di fare comparlre nell'equazlone 11 solo sforzof
cercato che vale : e :

g e NCD“; -2F
.Il?Ségno'negativa‘indica che il verso dello sforzo
jtrasmesso ‘all*asta CD & opposto a quello arbitra-
‘Fiamente assegnato inizialmente, dunque l%asta &
”compressa, cicé un puntone.

'Per determlnare lo sforzo rormale NCP nell’asta CPwy

si scrive l’equazmone di equlllbrlc alla trasla21oﬁff
ne nella. direzione verticale, ortogonale ciocé alla
comune dlteZlone delle aste nelle quali non lntew
res8anc gli ‘sforzi- : : :

_-.-34-F+F+-9?~ = 0

-2 /2

Anche ln tale caso compare : nell‘equazione 11 solo
sforzo cercato che vale s

: N sy “:.-'“":: + T R :E S BRRCER M | \’ o
CP o ”jgn_;- .,‘;ﬂwm“wj;

w T

Il segno posmtivc indica che ‘il verso 1n121almente”
adottato ‘per lo sforzo é quello glusto e dunque la
asta rlsulta essere un tlrante. ' AR
8i noti "éome lo sforzo ‘nellvasta CD 'si potesse de?
términa¥e anche ¢én 'la’ sezxone al thter secante
le ast’“CD, DP, EP PL. T

METODQ .01 CULMANN consente dl determlnare graflw
camente lo sforzo in tre aste contemporaneamente‘ ‘
Data una travatura ‘reticolare: plana, perché ‘sias-

appllcabtle il '‘metodo di ‘Culmann & necessario ehe?
si possa operare una, seziocue . (ée:&one di . Cuﬂmann)i




tale da dividere la struttura in due tronchi distin
ti tagliando solamente tre aste, ad esempio AB, CD,
EG di fig.50.5. Detto O il punto proprioc in cui
concorrono due delle aste ed r la dlrezione del
la terza asta, il metodo consiste nel rldurre gra
ficamante i1 smste

e v1ncolar1 appll—
‘cate ad uno dél due
.tronchl 5 o S ; ad

una forza R appli- ’

cata al punto 0 ‘&d
una forza R appllm

cata alla retta r.

La Rf-rappresenta~

£ig.50.5 lo sforzo N, nel-
ltasta AB mentre
la R rappresenta
la risultante de-—
gli“sforzi nelle.altre due aste: per ottenere N

ed N G gi dovrd scomporre la R nelle direzioni

cD eg

EéempLo : per la travatura (shed) di fig.51.5 sono
stati determinati gli sforzi nelle aste BC, 0C, OD
con, il metodo di Culmann.

Determlnate le reazioni R, ed R_ e SOStltUlte al
vinecoli esterni si & lelsa la struttura 1n due
tronchi distinti. con una sezione di ‘Culmann’ ta-
glzando le. tre aste nelle quali si de31derano co-
noscere gli ‘sforzi. Si & gquindi ridotta l‘unica
sollecitazione esterna RD al vettore N ed al

vettcre R appllcato nel punto 0. comune . allé‘di“

rezioni deg11 altri due sforzl incogniti; ll vetm
tore R v scomposto secondo le direzioni delle aste

oC' & OD fornlsce anche gli sfor21 in tali trav1..;
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VI) - LINZE D' INFLUENZA

VI.1) DEFINIZIGHI,

-

I carichi che scllecitano una struttura, come si &
gid detto al cap.V, possono essere {oize (in senso
generalizzato e cicé forze propriamente dette o cop
pie) oppure disisisiond : gli effetii che essi pro
ducono sono, in generale, 4pcsiament{ (traslazioni
O rotazicni) e caﬂﬂﬁie%ibﬂiahh‘dellafsoklecitazio-
ne interna. ‘

I carichi a loro wolta si dlCGPO \

44444 se sono applicati in una posizmonp unica e
ben definita della struttura;

mebili o viaggionii se possono assmmere differenti
posizioni al variare del tempo.

. Ogni sezione di uvna uttuka sottoposta ad una sol
lecitazione estern

a ris mlta ‘soggetta nel tempo sem
pre agli stessi effetti se. la condizione di carico
& fissa, mentre se i carichi sono, mobili gli effet
ti prddotti, spostﬁmenul o caratteristiche che sia

'*no assumono, in c1ascuna m@?lone,'v¢lorﬁ dlfferen

te al mutare della posizione della sollecitazione

sulla struttura ovvero al viaggiare del carico :

cid comporta che mentre per carichi fissi & possi

bile conoscere gli effetti prodotti in tutte le se

zioni contemporansamente mediante il trac01amanto

dei diagrammi degli spostamenti e delle caratteri

stiche, per condizioni di carico mobile (o v1aggian

te) & possibile esaminare gli effetti cercati sola-

mente in una sezione per vonlta, essendo guesti,per

la medesima sezlone, variabili, in generale, al va

riare della posizione assunta dal carico.

E' allora immediato osservare come, indicando con

F forze g?ne¥allzzaue }CAUSE

A distorsioni

8 spostamenti

C caratteristiche della sollecitazione }
interna

EFFETTI

H
—~h
o]
3

i




i1 diagramma di un effefto indotto da una causa
fissa; permette di conoscera ll'effettc in tutte

le -sezioni della struttura per una' sola posizione
- della causa sollecitante,mentre la linea d'influen
za: di.un: effetio, per cauwsa viaggidante consente di
conoscere lleffetto,in una sola seziotie,per tutte
le possibili posizioni che la causa -sollecitante
pud assumere sulla struttura. -

Data una struttura sottoposta ad un carico mobile
(o viaggiante),che possa cioé essere applicato in
qualungue sezione S;, si definisce Linea d'ingluen
2a di un effetto nella sezione $, un diagramma la
cui generica ordinata, letta in corrispondenza del
la sezione Sif rappresenga 1°effétto cercato, che
si verifica nella sezione S quando il carico & ap
plicato in corrispondenza della sezione S la li
nea d'influenza definisce cio&, con le sue ordina
te, tutti i valori che assume in S 1teffetto cerca
to a mano a mano che il carico occupa tutte le daif
ferenti posizioni sulla struttura. In particolare
le linee d'influenza vengono tracciate per carichi
viaggianti unitari e c¢id perché siano utilizzabili
'péf”quanluhquéVVald%e assunto dal carivo.:

s e :

VI.2). " TRACCIAMENTO PER PUNTL. -

Sfruttando la definizione testé fornita é possibi
le determinare la linea d'influenza di un qualun-
que effetto nella sezione S di una ‘struttura per
carico viaggiante facendo assumere al carico di~ i
-yerse .posizioni e determinando per ognuna di esse .
i1 valore dell'effetto cercato nella sezione 3,

valore che, assegnata una scala ed una fondamenta

le, si riporta in corrispondenza della sezione di
ﬁJappLicgzion@;@elkﬁgfogza;”tala@pxggedjmgn@o;Qrende
nome._appunto i traceiamento per PURtd. . o noco
nggtité;éfﬁiJéééind si nglia,traﬁgi&ré‘pg:{Iéftrg

R TS 't




ve appogglata di fig.1.6 le linea d'influenza del

taglio nella’ gezione di memzeria S per forza ver—

tlcale_v1agg1ante, avvero si voglia conoscere il
“yaldre che la caratteristica della sollecitazione
interna tagllo ‘agssume nella sezione S guando una
forza concentrata verticale: Fy occupa tutte le
possibili posizioni sulla trave.

g0 -

Co- G 4#% B
e o :

e
ol T

e 2 TR S o
: jiﬁ' Loy AT e

Assunta la forza vxagg1ante Fg unltarla, =3 detta
z l'ascissa della generica sezione §; della tra
ve, si calcolano i wvalori del tagllo nella sezio
‘ne S per alcune poszzmoni del carlco, ad esemplo

4'_;¢mper4'zﬂm u_‘rlsulta ”:@S‘='O‘

£z o : TS = % :
Lo e Pl P : X 1
’ VTSS' ‘Wz d ‘.2

- l_?'»-‘;‘N = e o

‘Il dlagramma che 51 ottlene rzportando, 1n corrl—
-;spondenza ai ognl posmzmone S& assunta dallaw or
za F_=1 il valore del taglio ‘nella sezione 'S per
tale posizione del carico, prende nome di Linea
d'influenza del taglio in S per forza verticale
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u&aggianta‘g'la geheriba ordinata “L? letté'iﬁ-
corrispondenza della sezione SL, rappxesenta il
~wratlore del taglic nella sezione § quando la for
za Fy=1 & applicata nella sezione S;i.
Pit sempllcemente, invece di calcolare il valore
del taglio in S per um nuMsIC discreto di valori
';dell°aq01$sa z che definisce la posizione del
carico si poteva determinare llespressione corren
te del taglio 1n funzione di z
Yoz

N rr'(z) g N
che fornisce dunque analiticamente la linea d‘'in-
fluenza cexrcata.

Tl tracciamento per punc.i, applicabile a strutture
molto semplici, presenta perd notevoli difficoltad
3i calcolo quando gli schemi non . sianc plﬂ elemen
feari. Un procedlmen o faclile e di uso comune per
11 tracciamento delln linee d'lnxluenza 53 1nvece
‘gquello basato sull'appllca?lone del teorama dl
Betti generallzzato e Drende nome di metodo d&
‘AQQMbLOa\f :

"VI 3) TEOREMA nz BETTI GFNERALIZZATO.

,551 consxder; una struttula monodlmen51onale piana
._ soggatta a due. d;stlnt@ condizioni di carico (ve~
‘ai fig.2. 6) : w :
= condizione di.carico 1) costltuxta -dalla forza
-::generallzzata Fﬁi)‘e dalTa distorsione - A{1) en-

trambe appllcate nella sezione SL, L

.= gondizione di carico 2} costituita dalla forza
" generalizzata F°/ e dalla distorsione 882Y o

"trambe appllcate nella qeylone Sj.

_;Il s;stema di sol letheleni 1) provochera carat
teristiche della sollecitazione interna e sposta-

] fried




menti ir tutte le sezioni de%la st??ttura. indi—
chlamo 1n partmcolare con C )e 8. ) quelli 1n—

¥
dottm nella se21one Sj Ana}ogamente 8i possono

fig. 2.8

glndlcare .con C(Z} e (2) le caratterlstlche del
wd @ solle01tazlone 1nte%na e, gll spostament1 pro-
vocati nella-sezione §;:dal sistema 2) di cause
spllec;tant;. Il teorema di Betti. gener?lizzato
afferma che : i£ Lavero che Le fonze Fi e. Le
caratlferistiche della sollecitazione anenna ¢, (1
del primo sistema compiono nLApa¢24vam%nte per gli
Apostamenti-S ; {21 e Le. distonsiond 2. del sg-
condo, @ uguaﬁa a£ Lavorno che Le ﬁoaze F A2l o pe
/*canattan4ét¢che iﬁzl del Aacondo sistema compio-
no pen gli spostamenti 61{7] e Le d&éto&é&&n& A
del primo .
“'Pale teorema, '1a cui dlmostra21one si persegue me
diarnte l'appllca21one del principic dei laveri vir
tuall, con notazione analitica 51 pud scrivere :

) (1) (1) A(2) _: 2 (1 (2) Ry
ove gli indici al'piede indicano‘Ie‘seZioni'helle
~quali gli enti sono applicati e gli indici .in te-
sta indicano il sistema al quale si- riferiscono,
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ovVVero, guando, come nella ricerca delle linee di
influenza, esiste un solo ente per ogni tipo di
causa e 4i effetto :

p(15(2) , (D@ (21,0, (2, (1)

‘ i I 3 i 3 i i i

VI 4) 'METODO DI SCAMBIO,

Tale metodo consiste nel determinare le 11nee dl

influenza mediante l'applicazione del teorema dl

Betti generalizzato. -

Si voglia ad esempio tracciare 1a lznea d‘lnfluen
zg dels taglio nella sezione di mezzeria. di una: tra
ve appoggiata per forza verticale viaggiante, con
il metoao di scambio an21cche,_come fatto prece~

dentemente, col metodo per punti. A

La travé & caricata dunque dalla forza F=1 nellal
sezione generica S; di ascissa z, e si cerca la -

b :P v | .231'3--1‘ . R
=TT m S e g =
.”-r_,:t. : @

- fig. 3.6 -

""\

caratterlstlca tagllo T nella se21ona S, di mezze
ria; assunto questo come sistema 1) e sarxtta la

equazione generale del teorema di Bettl omettendo
le - sommatorle HE : T : ;

Y




NEVNEN m RGN !;';’1(;2)', m (z) ()
1 l‘ f 3 3 3o j l

si osserva ché dai quatirc tbrﬂlnl F(g) (1)

NN, s
Ay con ;ndxce (1) (cuelll del primo si-

s%ema) risulta :
P
i
C(1)

#

#0 perché& nel sistema 1) @ applicata una for
R RIS Pp M) 5 . [l

Z&a;

teristdcay: s a0 R TR R S S
perché nel sistema 1) non-si cercano 'spo-
}%W) Cgtamenti o T UiTe il e oA
A§F‘=05*Pér0hé nel- sistema 1) non & applicata al.
SO trounds, ﬂlstcrsione . PRI

(1)

In questo caso allova riwb?ﬁano nulll i due terml
ni del lavoro al. scco do memoro e l equazzone 51 -

rlduce all'spres 1ona . X ;
£ (1) (2, Cm (2) _ 0
i 1 i
(2) (2) ‘ . .
nella guale &, e A, devono essere gli enti
duali di F(i) (1)

i e L7, Particolarizzando i simbo-
li al caso esaminato risulta

F(1) »F(q} wforza vepticale unltarla applicata
oyl :
(1) 1) nella sezione Sj del sistema 1)
C T, ;caratteristica “taglio cercata nella
J ‘sezione S. del sistema 1)
(2)_ ,(2) )
Si = {/ N spostamento verticale cercato nella
H sezione S del sistema 2);
2
Agg)m‘A(.) . dlstor51one Lagllante appllcata nella
i Tj P :
R seza.onejs3 del glsLema ?) SR
T A L T 7 s S R (R A L N R S oA

Il sistema 2} risulta dungue costituito dalla:steg
sa trave del sistema 1) caricata perd da una di-

-5
.Y
[

¢0~~perchéynelﬁsistema'ﬂ}:siscercarnna~canq§ﬁ




storsione tagliante A( ) nella sezicne $. e tale.
--che: g1 cerchi lo sposgamento varticale dalla sezio

ne.S . {vedi fig.3.06). SR :
L’equa21one del lavoxro, partlcolarlﬁwanao la simbo
logia all'esempio trattato, si scrive : -

S, 2 (@

. \ . = 0
IR £ £ B
Qaicui SRTEE F(1)¥ v(%)_
AR AR £ yi
5 : (2)
‘ T3
_ed essendo F(1) 1
rlsulta Sy Y '
'T(‘” =- R £ S
3,2

T3

 Se allora nella sezione S, del sistema 2) si ap-
plica’ una distorsione_hé§)3=~1y‘unitaria-e-nagat&

va ?}sulta 2 T(q)'— '{2)
- = 3

R &
ovverossia il taglio nella sezione S, della trave
caricata, come il sistema 1),ﬁda.uh§ forza verti-
cale unitaria applicata alla sezione Si’ & uguale
alla componente verticale dello spostamento della
sezione S, che nella stessa trave produrrebbe una
distorsione tagliante unitaria.e negativa applica
ta nella sezione 33’ come nel sistema 2).

Di pill, se si vogliono conoscere tuttl i valorl .
che 11 taglic assume nella sezione $. a’ mano a ma

-no che"la forza F i~1 occupa tutte ie pOSSlblll Po

o sizioni S .della trave (ovvex0551a, in‘breve;‘sé'
si vuole. conoscere la Zinea d'influenza. de£ tagﬁ&oi
in 31 pen ﬁonza verticale v&aggéanie) basta cerca S

re su di una trave geometrlcamente ‘identica ,'11
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diagramma. delle componenti verticali degli. sposta-
mediti di tutte le sezioni, provocatil da una distor
sione tagliante unltaria e nacatlva appllcata nel—
la sezione .S . - - Cate )
In generale dungue, aulll?“ando il teorema al Bettl
generalizzato, la linea dfinfivenza di un ente A
nella sezione § per liente B VLaqglante (L.d.i. &i |
A in 8 per B viaggiante) si pud ottenere come dia v
gramma dell'ente Bt duale 41 B , provocato, nella |
stessa struttura, dallfente A' duale ai A , applica
to in $, di valore unitaric’ e di segno @
positivo se A e B sono rispsttivamente caratteristi i
che e distorsioni o spostamenti e forze
negativo se A e B sono rispattivamente caratterlstl [
che e forze o spostamenti = distorsioni. i
In particolare le ccnoscenze acquisite nel corso dl |
~ STATICA consentono solamente di tracciare i seguen
ti tipi d1 llnee d’lnFLupnaa su atrutture lSOStatl
Che : i R N . . yn R E . Com i
a)~ ‘Lihee d'lnfluenza dl caratteristxche della sol i
lecitazione interna ¢ (1) (N T,M) per. forze

- viaggianti F(1}(F o F aqﬂ), in tale caso il teo
_Trema dl Bettl generalzaxato porge :

Fﬁ:) <2) oD, (2 g

‘ da jg:_u':i; ; coao ) (2-)- SR
o C(T)m ‘ (1) i _ ' oy '
R R i"f},f o |
3 EAEN R Y ‘

ovvero aopllcando nelEa gezlone S 1n cul 51 cer

hca C( ) g }ﬁ

una distorsione. . A ~1,(unltaria e nega

tiva) ~duale di C( ) %1 dis qramma dagli spostamentl

52 PR

duall dell’ente v;aaglante fornlsce la

iad.i, cercata (corrlspondpnte a valorl unitar1
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b) -

"Tf;gramma della caratterlstxca C

(1)

della forza viaggiante F.oo = 1),
i

Linee d'influenza di spostamenti 6§ )(ay,a . 4)
per dlstor51on1 vmaqglantl A( ) (A,{,AT AM), in

questo caso il teorema di Betti generalizzato

porge :
S I S A AL R
DT R R S
da eui
I (2)
Sl m G
3 gt

ovvero applicando nella sezione S, in cul si

. ), una forza generallzzata F( Yo -1

(1)

carca 6,

;(unltarla e negativa)’ &uale di §, ', il dia-

i
(2) duale dello

1)

f'ente v;agglante A fornisce la 1l.d.i. cerca

‘m.ta (corrlnpOndente a valori unitaii della di

‘ storsione. viaggiante A( )*1)

:ffEéempio del caso a}:_determinare per la struttura

in £ig.4.6
la 1.d.i.
déllo sfor-
zo0 normale
in 8 per
forza oriz
zontale vi
aggiante.
Il teorema
di Betbti in
gquesto caso .




si particolarizza nella forma :

F(1) 6(2) + N(1) A(2) 0
z z N
. \ ' (2)
da cui N(1) . F(1) 52 g
z A(2)
N

Per ottenere la 1l.d.1i. cercata sara cioé sufficien
te caricare la struttura con una distorsione assia
le AN= -1 in S e determinare il diagramma delle

componenti orizzontali degli spostamenti.

fig. 5.6




Si procede come segue 3
=i sconnette la sezione $ e gi applica un v1ncolo
che consenta il verificarsi della distorsione as-

siale Am -1; si traccia per la struttura divenu-

ta una volta labile 11 diagramma delle componenti
orizzontali degli spostamenti; dovendo essere uni
tario lo spostamento relativo assiale fra le due
- sezioni. collegate dal doppio pendolo, detta o la
inclinazione sulla. vartlcale della tangante alla
sezione S, perché ll dlagramma tracciato sia 1la
1.4.i. cercata lo SQQSLamento relatlvo orlzZOnta-
le fra i tronchi II e III dovrd valere sena , ed
inoltre dovrad verificarsi che le due sezioni col
legate dal doppio pendclo subiscano un allontana
mento e cioé che la distorsione applicata sia di
segno negativa {vedi fig.5.6).

Esempio del casc b) : determinare per la struttu-
ra di fig. 6.6 la 1.d.i. dells componente orizzon
tale dello spostamento della sezione 8 per distor
slone Aa v1agglanteuzll Leorema di Bettl ln tale




caso si partlcolarlzza nella forma v

p(2) () .M(z)..ﬁ___mzo

L z ¥ z M |
cdaent oy o n®
e Tz M F(2)

'per ottanere la 1. d.i. cercata si doyra dunque ca
rlcare la struttura con una forza F(Z)* -1 nella "
_ _sezione S e determlnare 11 dlagramma del momentl
flettenti. (ved £ig.7.6.)

- 118 -




YII) - GEOMETRIA DELLE MASSE

VII.1) SISTEMI MATERIALI.

STSTEMA MATERIALE DISCRETO : & un insieme finito
di masse mq,m ?.oemiagymn concentra te nei punti

. 2
P1'P2’°°“Pi'°’Pn dello spazio; la massa totale M ¢

somma delle singole masse, vale : M = Emi

SISTEMA MATERTIALE CONTINUC : & un insieme infinito
di masse elementari dwm distribuite con continuitd
in tutti i punti dello spazio occupati dalla regig
ne A : la legge di distribuzione delle masse nei
punti di A {che sono poi regioni elementari dA)} si
dice densifd e si indica con

. am
"pT dA

La massa totale M, somma delle singocle masse ele
mentari, vale :

- f .
M‘::. ‘dW’ B
7

Quando un sistema materiale continuo. ha densita co
nstante in tutti i Puntl della reglone occupata,si
deflnlsce omegeneo ; in questo caso la massa tota
le rlculta prodotto della densita per il volume
i;occuoatc dalla regione A.

M=y [dAzuﬁA
i
A

Nel seguito si tratteranno sclo sistemi continui
piani e dunque le regioni A saranno sempre super
fici; inoltre tutte le definizioni saranno valide




tanto per i sistemi discreti che per guelli conti-
nui ourche nel passagglo dagli uni egli uﬁbrl si
sostituiscano alle sommatorie gli integrali, ed al
le masse concentrate m, le masse elementari dm .

RETTE DIAMETRALI : dato un sistema wmoterizle piano
dlscreto o continuo e le retLe a @ b non warallele
appartenenti allo
stesso piano, si di
ce che a4 & una retta
dismetrale coniudgata
alla direzione di b
se tuitte le masse
{concentrate m, per
i sistemi discreti
ed elementari dm per
3 gigtemi continui)
non appartenenti al

la retta ¢ si posso
no raggruppare in -

coppie aventi 1 se-
guenti regquisiti : si trovano su rette parallele

a b , da parti opposte di a , equidistanti da a ,
aventi masse uguali (ved. £ig.1.7).

RETTE D1 SIMMETRIA : una retta diametrale coniygata
' ad una direzione ad

lg&_;jﬁqé?; - essa ortogonale si
' definisce asse 0 rel
° . ta di simmetrdia (ved.
4 fig.2.7).

£ig.2.7




VIIL2) MOMENTI STATICI.

Assegnato un. 51stema materlale dlscrato e} contlnuo,
una retta 4 ed una direzione orienta ¢y secondo cui
misurare le distanze, (ved.fig.3.7) si definisce '

3
]
o -

%
]

e
it it e ok O B aew ol

fig. 3.7

momento sfetico del Slstem& rlspetto ‘alla retta a
lo scalare i :

W

Sa =} ym, per i sistemi discreti

Sa

1

I y dm per 1 sistemi continui

ﬁ,{ . .

somma dei prodotti delle masse per le loro distan
ze dalla retta a, ove le distanze si assumono po-
sitive o negative a seconda che le masse apparten
gano al SEmipiané p051t1vo o negativo in cul ‘adi

vide il pilano del sistema.

LDeE%o Sa il momento statico del 81stema ot+enu—

to. mlsurando le distanze secondo la alrez1one 'g

normale ad a e detto 84 il momento statico otte-

nuto misurando le distanze secondo la direzione ¢!

formante’ l‘angolo a con la direzione y, risulta :
! Sa

Sa =
cosa




TEOREMA DEL TRASPORT(O : dato un sistema materiale
discreto o continuo ed assegnate due rette paralle

le a e b distanti A ed una direzione orientata -y

v + o Ml
4? '4»
| ol o %
Yﬁ.& “idm b g )3-
' ®
A A
[ =
- e i a

secondo cul misurare le distanze, {(ved.fig.4.7},
risulta (particolarizzando ai sistemi discreti
ma lo stesso vale anche per guelli continui) :
S = ) Y, nm, = y_ .—Aym, = o A,
b =Ly, m =Ty, ~am, =Ly m.~ blm,
da cui : '

Sp = Sq - MM

‘Dalla precedente relazione si pud osservare c¢he

fra tutte le rette parallele ad a ne esiste una

sola, e si chiami g , rispetto alla quale risul

ta nullo il momento statico del sistema e la cui

distanza Ag dalla retta a si ottiene imponendo
8 =01 o | - o

PG ‘ : o 3 C - §;_g-;_

Sg = Sa - AG + M = 0 > AG = M
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BARICENTR(C di un sistema materiale & per defini-
zione quel punto G avente la. proprieta che i mo-
menti statici rispetto a gualungue retta passan-
te per esso sono nulli. Per:determinare il bari-
centro di un sistema materiale pianco & dungue suf
ficiente determinare due rette, di differente di~
rezione, rispetto alle guali risulti nullo il mo-

mento statico del sistema; il baricentro non di-

pende ovviamente dalla scelta delle rette ma SO~

lamente dalla distribuzione delle masse.

In partlcolare le rette diametrali, ed a maggior

ragione le rette di sirzmetria, essendo per defini

zione rette rispetto alle quali .11 momento. statl—
co del sistema & nullc, sono sempre baricentriche:
l'esistenza dungue per un sistema di due di tali
rette individua immediatamente il baricentro.

Se, dato un sistema materiale, si costruisce un si

stema di vettori paralleli le cui intensitd siano

proporzionali alle masse discrete m. o elementari

dm del sistema ed i cui punti di appllca21one sia

no quelll in cui sorfo concentrate le singole mas-—

ge, il banLcenina del sistema materiale risulta
001n01&ere con ilTcentro del sistema di vettori.

Tale corrispondenzé consente di. estendere ai bari

‘ centri le proprleta del centri di .wvettori ed in

_partlcolare g : » '

- un sistema materlale 8 equlvalente alla massa to
tale concentrata nel baricentro; ¢id consente a&
esempio di calcolare il momento statico di un si
stema come prodotto della massa totale M pexr
la distanza g del baricentro del sistema della
retta a -

SCL = e AG

espressione, peraltro, rlcavablla dlrettamente
dal teorema del trasporto dei momenti statlcl.;




- il baricentro di un sistema materiale si pud de
terminare graficamente come centro di un siste-

 ma di vettori paralleli applicati nei punti in
_cui sono concentrate le masse e Gi moduli pro-
porzionali alle masse stesse.

VI1.3) MOMENTI D' INERZIA.

Assegnato un sxstema materlale dlscreto o contlnuo,
.una retta a4 , ed una direzione orlentata i secondo
cui misurare le distanze (ved.fig.3.7) si defini-
sce momento diinenzia del sistema n&&paiio alla
retta a Lo scalare :

2 a s s .
Ia = Eyimi, per i sistemi discreti
Ta = (y dm per i sistemi continui
Y : -eml ud

§

_ somma dei prodotti delle masse per il quadrato del
le loro distanze dalla retta a ; i momenti d'iner
zia sono percid .sempre quantitd positive. ... '

. Detto Ia il momento d'inerzia ottenuto mlsurandc
le ‘distanze normalmente alla retta a e detto Ia

il momento d'inerzia ottenuto mlsurando le dlstan
ze parallelamente alla direzione y! che forma 1o
~angolo o con la direzione ff, risulta .:

Ia

Jfa = 3
: cos“a

CENTRO RELATIVO AD UNA RETTA.
Potendo le definizioni precedenti.essere scritte
nella forma

Ia = Zyi(yimé) z Y; Su;
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Ta =‘[ y ydm = {' y d $
J ] |

M Sa

si deduce che il momento d'inerzia di un sistema
materiale rispetto ad una retta a pud essere ri-
guardato come momento statico delle masse momen-
£i statici rispetto ad ¢ e cio@: assegnato un si
stema materiale, una retta & ed una direzione g_
si calcolano i momenti statici delle singole mas
se rispetto ad a ; si costruisce guindi un nuovo
sistema materiale, fittizio, concentrando nei ba
‘ricentri delle masse del sistema -originario,masse

fig.5.7

flttlZle di valore pari al momento statico delle
singole masse rispetto alla retta a (ved. flg 5.7).
Tale sistema fittizio prende nome di sistema di
masse momenti siatici ed il suo baricentro C, si
definisce cenfro nelafive alla retfa a.

It precedlmento testé esposto & dungue uno dei me
:tod1 per. la determxnazmone del centro relatlvo ad
Quna retta che, non dlpende come i1 barlcentro dal
“la sola distribuzione delle masse del 51stema ma
anche dalla posizione della retta.
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it

Per definizione inoltre il centro relative alla

retta 4 € il punto nel quale & lecito concentra
re la massa momento siatico totale Sa e dunque
il momento d'inerzia Ia del sistema rispetto ad

-

a & altresl ottenibile come prodotto della mas-

sa totale M per la distanza Ag del baricentro G
‘da a per la distanza Ap, del centro relatlvo ad

a da a:

IammMAG AC@

Dalla precedente equazxone si pud ricavare altre
-8i: la distanza del centro relativo Ca dalla ret

la a come rappovic. fra momento d'inerzia e momen
to statico del sistema rispetto alla retta a :

. ig

&C& - Sa

TEOREMA DEL TRASPUORTO : assegnato un sistema ma-
teriale discrete o continuo ed assegnate due ret
te parallele’ aeb dlstantl A ed una direzione
orientata ¢ secondo cui misurare le distanze ,
{ved.fig.4.7) rlsuita {partlcolarlzzando ai si-
stemi discreti, ma la stessa cosa vale anche per
quelli contlnu&}.:

> 2 2 Z
I, = lm.t ‘ Zm yb& = Xm{gbi+ ZmLA +22migbLA

"Id :,Ib + M Aaf 2 SbA

TEOREMA DI HUYGHENS =+ nel caso in cui la retta b
passi per il barlcentro del distema risulta Sbuo

Ce dunque l*eswressmone precedente si modlflca nel
“la s S '
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o 0 ' ]
Ia. = IQ + M -AG t

ovvero il momente dlinerzia di un sistema materlia o
le rispetto ad una retta a & uguale alla somma del '
momento di inerzia rispetto alla retta baricentri
ca parallela ad a e del prodotto della massa tota
le per il gquadrato della distanza fra le due ret
te,

Da tale teorema si evince in particolare che, dato

un sistema materiale :

-~ fra tutte le rette parallele,la retta baricgntri
ca & quella rispetto alla quale il momento ¢°i-
nerzia & il minore ; '

~ per il calcolo del momento d’lner21a non & leci
to sostituire all”effettlva distribuzione di mas
se del sistema la massa totale applicata nel bg
ricentro. ‘

VII.4) RAGGI D'INERZIA,

8i definisce raggio d'inerzia lo scalare radice
guadrata del rapporto fra il momento d'inerzia e
la massa totale del 'sistema ‘

Via
o Pg ¢ \ mn

e potendosi.scrivere Ia“ o M , 11 raggio dfiner-
zia rispetto alla retta a rappresenta la distan
za da ¢ alla gquale si dovrebbe concentrare la mag
sa totale del sistema per ottenere il medesimo mo
mento dfinerzia - Iy della reale distribuzione del
sistema materiale rispetto ad «a.

Dividendo per la massa totale M i due termini
della equaziong di Huyghens si ha : S

DU RS S
pg = g T 46
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Dividendo per la massa totale M lfespressiqne
Iq = M aghp, precedentemente dimostrata si ha

2 = A A

Pa T "6%Ca
Eguagliando i secondi termini delle due equazio-
ni precedenti si ha s

o2
by = b= =
Ca G A

G

da tale espressione si evince che datec un siste-

ma materiale ed una retta a : _

- quando la retta a4 passa per il baricentro 6
del sistema il centro Ca relativo ad a std al
1'infinito; ) ' - o ‘

-~ quando la retta a si allontana dal baric¢entro
G , il centro Ca si avvicina ad esso:

=~ gquando la retta a & alltinfinito il centro Ca
coincide con il karicentro G.

VII.5) MOMENT! CENTRIFUGHI.

Assegnato un sistema materiale discreto o conti
nuo, due rette a4 e b, e due dirézioni orientate
¥ e ¥ secondo cul misurare le distanze (ved.fig.
6.7), si definisce momento centrifuge del siste
ma rispetto alle rette a e b lo scalare :

T,p = ﬁ.x. . er i sistemi diséreti
Cotab © Z '-vL’Ly-L per _

ST = | y dn  per i sistemi continui

M

somma dei prodotti delle masse per le loro distan
ze dalle rette ¢ e b ; esso pud anche riguardarsi
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come moménto statico rispetto alla retta a(o b)
delle masse momentl statlcx rlspetto alla retta

b(o a).

,,.....____-.—"jl_......@’
g

fig.s5.7 ¥

P' immediato anche per i momenti centrifughi il
teorema di trasporto analoge a quello di Huyghens
- per i'momenti‘dﬁinerzia H

A6

OVVEero. 11 momento cantrlfugo di un sistema mate~
riale rispetto alle rette a e b & somma del mo-
mento centrifugc del sistema rlspetto alle rette
baricentriche paraliele ad .qa e b e del prodotto
della massa totale per le distanze del baricentro
dalle rette a e b.

VII.6) MOMENTI POLARI.
Assegnato’ un sistema materiale discreto o conti-

nuoc ed un polo. 0 si definisce momento polare del
sistema rispetto ad polo 0 lo scalare : . SEE
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per 1 sistemi discreti

o
B e D
S

per i sistemi continui

Lo
@
B
B S Tl
e
B
=

somma dei prodotti delle masse per i gquadrati del
le loro distanze dal pole 0.

Poiché assegnata una coppia di assi xy ortogonali
di origine 0 & sempre possibile scrivere x2=x2+y?
risulta * (particolarizzando ai sistemi discreti,
ma'lo stesso vale anche per i.sistemi continui):

= x2+u21m x%m;+ im, = 1 _+.1

Ef _Z EyL L1,
ovvero il momento polare rispetto al polo 0 pub
ottenersi come somma dei momenti d'inerzia rispet
to a due gqualungue rette passanti per ( purché
ortogonali fra loro.

I momenti statici vengono detti momenti del pri
mo ordine, mentre i momenti dfinerzia, i momenti
centrifughi ed i momenti polari vengono dettl mo

menti del second'ordine.
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VII.7) MOMENTI DEL. SECONDO ORDINE RISPETTO AD
ASS1 DI DIREZIONE VARIABILE,

Dato il punto Pi e date due coppie di assi carte
siani ortogonali aven
ti la stessa origine,

$
. 7 e g le coordinate del pun
u “"“““::fﬁ to P, nel riferimento
N *\\v x'y'"in funzione del

le coordinate nel ri
ferimento =xy valgo
no - (ved.fig.7.7) :

bie wn o o O ) 0

C X
fig.7.7
x¥ = ¥, 0080 + ¥,senc
i i i
§ '
¢ ‘= ~-x_ Senc + Y, COSa
74 i~ Yi

Se dungue per un sistema materiale discreto 4i |
masse m, si vogliono esprimere i momenti del se
cond'ordine rispetto al riferimento x'y! in fun
zione di quelli relativi al riferimento Xy, si
avrad : :

2 :
L §F 7 e
Ix ) MY ) mi(yicosa xisena}

= i ccsza + 1 senza - 21 senmcoéa
EoALEC TS Xy

Ilo=]m x! =) m, (X,cose+y, sena)
y .l 1 = 1 1 1‘ o

= ] cosza + 1 senza + 2 1 senacoso
Y £ Xy




oo ——

i
i

m.xivi =) m, {2, cose+y . sena . COS0=X , Sena)=
z l'lyl ;Z i -ym'_ _l (21 i )

2

2 2. 2 2 -
Zm.. %, y.{cos a=-gen a}+ (y,.,~.x)senccosa| =
i1 7 i 7i

]

'(f’e I )senacosa+ I (c032u~ senza) =
X ¥ XY :

: I-~T
X _
SRR S 4 sen2a+ T  cos2a
A 8¢
51 verifica facilmente, come del resto gid dimo-
strato, ‘che la somma del momenti d'inerzia rispet
to a. qualsiasi coppia di rette ortogonali passan-
ti per lo stesso punto, & invariante : I'+I'=T +I =
. X Y XY
cost. .
Le leggi di variazione sopra ricavate si possono
esprimere sinteticamente in forma matriciale
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ASST PRINCIPALI D'INERIIA : assegnato un sistema ma
teriale  ed un punte ¢ , fra le infinite coppie di
assi ortogonali xy di origine ¢ ne esiste una &, 1
rispetto a cul il momento centrifugo del sistema
risulta nullo Ié =0 ed i momenti d'inerzia Ig e

> 5




Zn rlsultano uno magsime e 1t'altro minimo @ tali

- assi si definiscono

L4 D assd principali dfinen

‘ - zia. Dato il riferimen

Lo genérico di assi or
togonali xy di origine
0 , la coppia di assi
£ ,n & individuata dal
la condizione:

Fig.8.7
-1 e e 2 +-01 2¢ = 0
gm0 2 sen2¢ Folyg eosat T
da oul risulta
) 21&@‘
‘ft92¢-“* .f ;I
STy '

ovvero ltangolo ¢ di cui gli assi- £,n sonc ruo-
tati rispetto ad x,y{ved. fig.8.7) in funzione
dei momenti centrifugo e d'inerzia del sistema
rispetto a x ed y.

ASSI CENTRALI D'INERZIIA sono assi prlnclpall di
“inerzia aventi orlglne nel barlcentro del smste
"ma matériale.

S In partlcolare gll a381 di smmmetrla sono sempre

© assi principali &‘lner21aa

Assegnato ‘dungue un sistema materlale e determl—
- natg - il baricentro G si sceglie una gualunque
~‘coppia di asgi ortquﬂalx X,y di orlglne -G; cal

*ucolatl.I , T ;1 -sicalcola l'angolo ¢ ; la’
v XY

coppia dl assi ortogonali ¢&,n di origine G .
ruotati dell'angolo ¢ rispetto ad x,¥ rappresen




ta gli assi centrali d¥inerzia del sistema : i mo
menti ﬂ’inerzia Ig" In calcolati rispetto agll

assi centrali si dicono momenti centrali d'iner-
zia,1i raggi d'inerzia pa @ p , raggi centrali di
‘ n
Cinerzia.

VIi.8) CORRiSFONBENZA FRA CENTRI RELATIVI E
RETTE DEL PIANO.

ELLISSE CENTRALE D'INERITA : assegnato un sistema
materiale discreto o continuo si & visto che ad
ogni retta a4 corrisponde un punto €Ca centro re-
lativo ad a , che rappresenta il baricentro del-
le masse momenti statici del sistema rlspetto al
la retta a. :

8i pud dimostrare che 1e rette a4 del plano ed i
centri relativi ad esse Ca si corrispondono in

una antipolaritd la cui conica fondamentale & la
ellisse di equazione : - :

gy

N
=

o

¥

v
flas B ]
™

[Lhs I V]

detta ellfisse cent&aie diinenzia di Cuﬂmann aven
"te il centro nel baricentro G del sistema, come
ass1, gli assi centrali d“lner21a, come semia531
i raggi centrali d'inerzia or € pg distesi rlspet
tlvamente sugll assi n e g (ved fxg 8,7y, '

Le rette del plano . a ed i centrl ad esse relat;m
vi  Ca si corrlspondono dunque nella detta anti-
polarlté come ‘natte e antipoli o v1c9versa come




poli e antipolani : assegnata ciod& una retta a,
il ecentro- Ca & il suo antipoloa oVvVero assegna~

: to il punto Ca,la
retta di cul esso &
‘centro relative & la
antipolare di Ca ri
spetto alliellisse
centrale diinerzia.
Come dlaltronde si &
gid visto parlando
del centrl relativi,
se la retta 4 si tro
va alltinfinito, 1l
suc. antipolo Ca coin
cide con il baricen~
tro G del sistema;
se la retta a si av
vicina al baricentro
il suc antipolo Ca
se ne allontana; se
la retta 4 passa per il baricentro il suo antipo
1o Ca si trova all'infinito.

DIAMETRI E PUNTT CONIUGATT : un diametro [(retta
passante per il centro} gqualunque ¢ della ellis
T - S se centrale dl'inerzia
i dice DIAMETRO @
CONTUGAT(O ALLA:-DIRE-
ZIONE DELLA RETTA b
se la retta a4 & il
luoge degli antipoli
delle rette paralle-
le alla direzione di
b ovvero se tutti i
centri relativi alle
tte parallele a b
b g$acc10ao sulla :et
ta a ..




Due diametri qgualungue dell'ellisse centrale di
inerzia si dicono PIAMETRI CONTIUGATI se ognuno &
coniugato alla direzione dellfaltro, ovvero se
ognuno & il luoge degli antipoli delle rette pa-
rallele alltaltro; gli assi centrali d'inerzia
in particolare sono diametri coniugati.
Assegnato un sistema materiale di cui sia nota la
ellisse centrale d'inerzia ed assegnata una dire
zione ¢ , & immediato trovare il diametro b a cui
S essa & coniugata :
gi determina l'anti
pelo Ca della retta
‘@ ; la retta passan
te per Ca e per il
baricentro G &, come
si pud facilmente ve
rificare, il diame-~
£ro b coniugato alla
direzione di a(vedi
£fig.10.7).
Il punto Cg ed il
punto (', interse
zione della retta a
o con il diametro b,
£fig.10.7 : 81 definiscono PUNTI
| CONIUGATI nella anti
polaritd e godono della proprietd che ognuno gia-
ce sull'antipolare” dell'altro; essi soddisfanco
la condizione : '

A+ A, = p2
G ca ‘a

‘ovvero nel caso s?ecifico

'. ® L - 2
CaG GCh e

e cio€ il prodot{@ delle distanze dei due pﬁnti

coniugati dal baricentro & uguale al guadrato del
raggio d'inerzia del sistema rispetto alla retta a.
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Se in particolare la retta @ & parallela ad un -
-agse centrale d'inerzia,sia § . l'antipnlo  Ca
dicd ed il suo coniugato glacciono sulltaltre as

se n e la precedente relazione si paxticolaxizzg
‘mella’ : -

- ¢,G - Ge) = pé
. Utilizzando la precedente relazione, data ltellis
se centrale diinerzia ed un punto (} ' su un asse
centra}e,ala ad es. n,& possibile determlnare il

: coniugato C,4 con
una semplice costru
zione- . :

- si riporta 1l se’
miasse pé sullo
asse £ ¢ sia GP=
pg?

« gi.-congliunge il
“punto P con Ck ;

- 5i conduce per P

fvlc‘normale @l segq

“mento PC) ° indi~
viduando €, sul
fasse n (vedi
fig.11.7});

11 punto Gy & 11 co

" piugato déi €} ed

~infatti,per il se-

‘ . condo teorema di

Euclide appllca o al trlangoio CuPCL meﬂdlea

;a rela21one K \

046 - GCEL = p?

_ ﬂETERMIMAZIONE EELL’ANTIPOLO DI UNA RETTA NOTA LA
CELLISSE CENTRALE D'INERZIA : assegnato un ‘gistema
,materlale ‘di cui sia nota 158111559 centrale d?i-
 nerz1a, pexr determlnare il ecentro relativo (y,anti
"polo di una retta assegnata a,si distinguono due
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casi :

T caso : retta a4 parallela ad uno degli assi cen-

~trali dfinerzia sia
-ad es. E.

In guesto caso indi
viduato il punto A
d'intersezione del
la retta « con 1l'ag
se n , se ne deter-

‘mina 11 coniugato A'!

che rappresenta 1o
antipolo cercato.
(vedi f£ig.12.7).

gy caso : retta & non parallela ad alcun asse cen
trale. In tale caso individuati i punti di interse

zione B e U della
retta 4 con gli asg
si centrali dliner
zia se ne determina
no i coniugati B' e
D'; la retta b pa-
rallela per B' allo
agse ¢ rappresenta
l'antipolare del
punto B mentre la
retta d parallela
per D' all'asse n
rappresenta ltanti-~
polare del punto D:
il punto C; interse
zione delle rette b
e d come centro del
fascio di rette an

e




tipolari deil punti della retta a , rappxeaenta l7an
tipolo di a {vedi flg 13.7.3.

VII,9) NOCCIOLO CENTRALE D'INERZIA,

Si definisce nocciolo centrale d'inerzia si un si-
stema materiale. piano 4L Luogo degli antipofi del-
Le netie che non zagﬁiano Lt sisfeme ; il contorno
del noceiolo & dunque
. R 3 A luogo degli antipo
' 1i delle rette che in
'  viluppanoc il sistema
senza tagliarlo : in
particolare in corri-
T ‘spondenza di un trat-
' | . to rettilineo o di un
punto angolosc del.si
,stema, il contarno del
.nocclolo presentera

r;spett;gamenue un pun
to angoloso o un trat-
to. rettilineo.. .

11 nocciolo centrale
& sémpre una. figura
convessa contenente

il barlcentro G del
-fig.14.7 sistema materiale.
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