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GLL appuntd raccolti nelle pagine che seguono trag
gono La Lorno ordgine da una duplice esigenza : quelfa
di consegnare agli allievi una traccia delfe Lezioni
di "COSTRUZIONT IN ZONE SISMICHEY da me Zenute durante
gLl Annd Accademdicd 1978-779 ¢ 1979-'60 e quella di met
Lene, contemporaneamente, ondine fra Le mie {idee sullo
argomento.

Come gia disse in un proprioc Lavoho un piid autorevo
Le Studioso, di ondiginale, nelle pagine che seguonoc, il
Eetzéae trhovend L s0dldL ennoni essendo 4 s4ingoli argomen-
T4 gLad statd trhatfati Ln mandiena pid apphrefondita ned
Lestd inddcatd in bibliografia : L'unico contributo che
spenc di aver forndito & quello di una frattazione dinte
tica ma organdca degli angomeniti, ed in particolakre del
L'oscillatone semplice, pen gfi allievi defla Facolta

di Anchitettuna,

Nicola Augeniti RS

Reggio Calabria, maggic 1980.




ID - CENNI DI SISMOLOGIA,

La sismologia & la scienza che studia i terremoti
ed i fenomeni ad essi connessi.

Dalle indagini pid recenti & emerso che ogni anno
si verificano sul nostro pianeta oiltre 30.000 si-
smi di varia intensit3d; ricordiamo qui di seguito
le localitd pilt colpite negli ultimi lustri unita
mente al numero di vittime presunto

20.2.1960 ad Agadir (Marocco) circa 10.000 morti
28.5.1960 in Cile " 4,000 ¢
26.7.1963 a Skopje (Iugoslavia) " 1.100 "
28.3.1964 ad Anchorage(Alagka) r 1.000 *
marzo 1966 nella Cina settentrion. 700,000 "
agosto 1968 nell'iran nordorientale *  30.000 V
31.5.1970 in Pert " 50.000 B
4.10,1972 a Teheran (Iran) " 50.000 *
4.2.1975 ad Anshan (Cina) 700,000 Y
6.9.1975 a Lice (Turchia) n 3.000 ™
4,02,1976 in Glhatemala Too25.¢c00 M
28.7.1976 in Cina ® 700,000 "
24.11.1976 a Vanvi (Turchia) " 5.000 "

I terremoti pid importanti che hanno colpito i1l no
stro paese dall'inizio del secolo si sono verifica
ti

~ a Reggio Calabria e Messina il 28.12.1908

- nella 8icilia Occidentale i1 15.1.1968

- nel Friuli il 6.5.1976

~ in Campania e Basilicata il 23.11.1980




T.1) - STRUTTURA DEL GLOBO TERRESTRE.

Le teorie pili accreditate circa la genesi del globo
terrestre affermano che il nostro sistema solare eb
be origine circa cingue miliardi di anni fa dalla
disintegrazione di una nebulosa: gli elementi cen-
trali dettero luogo al sole, guelli periferici si
aggregarono formando i pianeti. La Terra fu presu-
mibilmente costituita in origine da una massa OmO~
genea di materia fusa avente forma sferoidale con
raggio medio di circa 4000 km.; col trascorrere dei
millenni, in seguito all'azione di pid cause conco-
mitanti quali principalmente le forze di gravitazio
ne e centrifughe, le variazioni di temperatura e di
pressione la Terra subl successive modificazioni che
culminarono essenzialmente in una espansione, con un
aumento del raggio terrestre equatoriale che ha rag-
giunto attualmente circa 6378 km (aumento medio di
gquasi 65 cm. per ogni millennio) ed in una stratifi
cazione della massa fusa con la formazione di un nu
cleo centrale costituito dagli elementi pill pesanti
e caldi, una zona intermedia di elementi pild leggeri
e meno caldi detta mantelfo ed una chosla esterna,
fredda, che costituisce la nostra superficie terre-
stre.

Con maggiore dettaglio la struttura interna del Glo
bo pud dungue oggi considerarsi cosl formata :

~ un nucleo L{nteano avente raggio di circa 1500 km
e costituito fondamentalmente
da leghe di ferro e nichel allo
stato solido in presenza di tem
perature e pressioni dell'ordi-
ne rispettivamente di circa
3600°C e 3400 t/cmg.=340GPy ;

- un nucdeo esterno avente spessore di circa 2000
km e costituito dagli stessi ma
teriali del nugleoc interno ma
allo state liquido;




- un mantello dnferdlore dello spessore di circa
' 2450 kn. costituito da ba
salti e peridotiti allo sta
to plastico, in presenza o
di temperature e pressioni
inferiori.

- un mantello supenicre dello spessore di circa
390 km  costituito da roc
ce a base di silicio e ma-
gnesio, allo stato vetroso.

- una chosta di spessore variabile fra i 10 ed i
40 km che rappresenta la
superficie terrestre e ri
gsulta cosgtituita da rocce
granitiche e ~sedimentarie
allo stato solido i culi com
ponenti principali sono si
licio e alluminio.

La superficie di separazione fra nucleo e mantelloc
viene denominata d{iscontinuiid di Gufenbeng, men—
tre la superficie che separa il mantello dalla cro
sta si definisce discontinudlta di Mohorovicdic o
Moho.

1.2) - GENESI DEI TERREMOTI.

Da quanto detto risulta,dunque,che la crosta terre
stre con le sue terre emerse (continenti) e immer-

. se (oceani) costituisce una sottile superficie so-
lida galleggfiante sui materiali del mantello allo
stato plastico che, seppure con ridottissime velo-
citi (dell'ordine di 1 cm,/anno} dovute alla note—
vole viscositd, risultano in continuo movimento es . .
sendo soggetti a moti convettivi determinati daile_.
variazioni di temperatura e di pressione, nonché .-
dalle forze gravitazionali e dai movimenti che la
Terra compie nello spazio. '




Al riguardo H.Hess, studioso dell'Universitd di Prin
ceton, formuld negli anni sessanta del nostro secolo
la Ipotesdi dell'espansione ded fondi oceandicd secon
do cul le dorsali oceaniche rappresenterebbero la
traccia dei rami ascendenti delle correnti convetti
ve; la crosta oceanica gafleggiando sul mantello si
muoverebbe dungque lateralmente allontanandosi dalle
dorsali medio-oceaniche verso le placche continenta
1i fino ad essere riassorbita dal mantellc sotto la
crosta continentale in corrispondenza delle fosse
oceaniche, mentre in corrispondenza delle dorsali me
dio~oceaniche il materiale del mantello salirebbe
versco la superficie per colmare, con la formazione
di nuova crosta, 1 vuoti creatisi.

Nei primi decenni di questo secolo un geofisico te-
desco, Alfred Wegener, enuncid la teoria di derd~
va ded continenti che bene spiega la genesi dei ter
remoti : Wegener basandosi su ricerche scientifiche,
affermd che nell'Era Mesozoica la crosta terrestre
costituiva un unico continente detto Pangea il gua
le, con l'espandersi della Terra, si era fratturato
in tante zolle che,allontanandosi reciprocamente e
spostandosi lentamente nel tempo,avevanc dato luogo
alle placche continentali ed oceaniche che oggi os-—
serviamo. L'esistenza di movimenti di deriva dei
continentl beéne spiega la esistenza di zone della
crosta terrestre in corrispondenza delle quali il
contatto fra i bordi delle diverse zolle continen-
tali determina l'accumulo di enormi quantitd di
energia; allorché le tensioni di contatto fra le
rocce superano il limite di rottura si verifica ivi
una perturbazione energetica in conseguenza della
quale grosse quantitd di energia potenziale si 1i
berano trasformandosi in energia cinetica di enor-
mi masse rocciose che, fratturandosi e scorrendo
reciprocamente con grandi spostamenti ed accelera
zioni, danno luogo al fenomeno sismico : sono que
sti i cosiddetti terremoti di origine feftondca. _
Quando invece, in corrispondenza delle stesse gzone .




0 comunque di regioni particolarmente deboli, la mas
sa fusa del mantello sfonda la crosta terrestre dan_
do luogo ad esplosioni vulcaniche seguite spesso dal
la eruzione di magma, i movimenti sismici indotti da
tale evento prendono nome di terremoti di origine
vulcanica.®

I.3) - ZONE SISMICHE.

Le regioni della terra caratterizzate da maggiore
sismicitd e, non a caso, dalla presenza della mag-
gior parte dei vulcani, rappresentano dungue linee
di particolare debolezza della crosta terrestre
lungo le quali, almeno ai nostri giorni, si verifi
cano i1 movimenti ed i contatti fra le varie zolle
continentali ed oceaniche. Riportando schematica-
mente su di una carta della Terra le zone nelle
quali si sono verificati la maggior parte dei ter
remoti di origine tettonica o vulcanica (ved.fig.
1.1) si possono individuare tre zone sismiche prin
cipali :

- zona circumpaciglca che comprende le regioni del
la costa pacifica dal Cile ,al
Pert, al Messico, alla Califor
nia, lungo l1'Alaska ed il Giap
pone fino alle Filippine e al-
l1'Indonesia, ed include peral-
tro la maggior parte dei vulca
ni attivi oggli esistenti;

- zona meddtenranea-thansasiatica che dalla peniso-
la Iberica attraverso Italia ,
Tugoslavia, Grecia, Turchia,
Iran, Cina , Arcipelaghi Austra
liani si congiunge alla cintura
circumpacifica.

* Un esempio di sisma dovuto all'attivitd vulcanica,peraltro L
poco frequente nelle nostre regioni, & quello di Ischia del’-if1 
28 luglio 1883 durante il quale persero la vita circa 2300”
persone pari a quasi il 10% della popolazione dell' 1sola.,'
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- zona delle dorsali oceandche comprendente essen
zialmente la dorsale atlantiga
(che si innesta nella zona me-
diterranea all'altezza della
penisola Iberica), la dorsale
indiana e le dorsali del paci-
fico orientale e meridionale.

Per quanto riguarda l'attivitid sismica si pud dire
che dell'intera energia sviluppata in tutto il mon
do dai terremoti, circa 1'85% di essa viene libera
ta nella prima zona, il,10% nella seconda e solo
il 5% nella terza.

Le fratture geologiche della crosta terrestre che
si sono prodotte e si producono per effetto del mo
vimento di deriva delle varie zolle prendono nome
di gaglie e, rappresentando zone di debolezza del-
la crosta terrestre, costituiscono le sedi pii pro
babili di terremoti; per quanto detto si intuisce
immediatamente come le regioni attraversate da fa-~
glie risultino particolarmente pericolose e dunque
sconsigliabili per insidiamenti abitativi. Fra le
faglie pid significative sono da citare quella di
5. Andreas, in California, lunga guasi 900 km, ed
una faglia nello Stato del Nevada che presenta unc
scorrimento fra 1 due bordi di ben 5 m. circa.
Nella nostra zona sono note le faglie che interessa
noe la Sicilia e la Calabria attraverso lo stretto
di Messina e le isole Eolie. (ved.fig.2.1).

I.4}) - ONDE SISMICHE.

La zona interna del Globo terrestre nella quale ha
origine la perturbazione energetica che da luogo al
terremoto si definisce ipocentro del sisma: contra
riamente a come si definiva per il passato,esso non
rappresenta un “punto" ma una "regione" pill o meno
estesa a seconda della dimensione del fenomeno ini R
ziale di frattura. La proiezione dell‘ipocentro sq;{g:j-’j
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la superficie terrestre, ovvero 1'intersezione di
questa con il raggio della Terra passante per 1'1i
pocentro, si definisce epdcentro; la distanza fra

epicentro ed ipocentro & detta profonddltd Lpoeen

trale.

I terremoti si definiscono :

supenfledlald se la

di 60
intenmedd se la
re di
profondd se la
i 300

profondita ipocentrale & minore
km. .

profonditd ipocentrale & maggio
60 km. ma inferiore ai 300 km.
profonditad ipocentrale supera
km.

La maggior parte del terremoti attuali ha origine
nella crosta terrestre a profondita variabili fra
i 5 e i 10 km e comunque al disopra della discon-
tinuitd di Mohorovicic. Un gqualungue punto di os-
servazione sulla superficie terrestre viene detto
stazicne; le sue distanze dall'ipocentro e dall'e
picentro si definiscono rispettivamente : ddistanza




Lpocenthale e distanza epicentrale.
La improvvisa liberazione di. energia all'ipocentro
di un terremoto genera una serie di onde elastiche
che si propagano attraverso la terra fino a raggiun
gere la superficie, provocando movimenti del suolo
che vengono detti scosse. Fra le onde di volume ,
che si trasmettono all'interno della massa del Glo
bo, ne distinguiamo essenzialmente due tipi B
Onde phincipali o Longitudinafi che si indicano con
la lettera "P"; sono onde di compressione-rare
fazione che determinano vibrazioni in direzioge
radiale ovvero vibrazioni longitudinali rispet
to alla direzione di propagazione delle ande
stesse; la deformazione da esse indotta & una
compressione ¢ una dilatazione; la velocitdi di
propagazione vale ¥ :

B / (1-m) E
Vp T \ (1T-m-2m?) u

Onde secondarie o trasvenseli che si indicano con
la lettera "S8"; sono onde che possono esistere
s0lo nei corpi solidi e determinano vibrazioni
trasversali rispetto alla direzione di propaga
zlone delle onde stesse; la deformazione ad es
se dovuta € uno scorrimento, senza variazioni
di volume. La velocitd di propagazione vale®:

v=\[-—§—
S Voo

® Indicando con : module di Poisson

modulo di elasticitid trasversale

m

E modulo di elasticit3 normale
G

I

densitd del mezzo




1,'incidenza delle onde di volume sulla superficie
terrestre origina un altro tipo di onde che si pro
pagano lnvece lungo la superficie terrestre e per
tale motivo prendono nome di onde supenficialds
+ali onde, la cui importanza.aumenta con.la distan
za dall'epicentro, sono contrassegnate con la. let
tera "L".

Assegnando dei valori al parametri che figurano
nelle espressioni di V? e VS si pud ogservare che

la velocitad di propagazione delle onde principali
& molto superiore a quella delle onde secondarie :
dalla misura del ritardo con cui le seconde giungo
no rispetto alle prime nelle stazioni di rilevamen
to & possibile ubicare la posizione dell'ipocentro
del sisma. '
Nell'ipotesi che il Globo terrestre fosse costitui
to tutto da uno stesso materiale omogeneo ed iso-
tropo le onde di volume sarebbero sferiche con cen
tro nell'ipocentro e le traiettorie sarebbero ret-
tilinee, ovvero radiali; poiché& invece le caratte-
ristiche interne ed esterne degli strati rocciosi
costituenti la Terra variano con la profondita, la
velocitd di propagazione muta da uno strato allfal
tro diminuendo dall'interno verso l'esterno, il
che comporta che le traiettorie non risultino ret
tilinee ma curvilinee con la convessitd rivolta
verso il centro della Terra ed angolo di incidenza
con la superficie terrestre quasi retto.

Le Acosse provocate dalle onde sismiche possono es
sere distinte in :

AC0bA0 pnemdnitnici che precedono la scossa princi
pale;

scosse principald

sc0s4e di repldica che seguono la scossa principa
le ed il culi numero & pProporzio
nale all'intensitd di guest’ul
tima;

trhemditd che sono scosse di vario tipo
senza perd una scossa principale.
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Gli effetti prodotti dalle scosse si definiscono:

microdlamicd se possono essere rilevati solo me-
diante 1l'ausilio di strumenti, per-
ché molto piccoli,

macrosismicd se possono essere rilevati su grande
scala mediante la sola osservazione.

I.5) ~ LA MISURA DELL'EVENTO SISMICO.

Le unitd di misura attualmente adottate sono la
intensitd e la magnitudo .

Infensitd & basata esclusivamente sulla osservazio
ne di dati macrosismici ovvero dei danni
prodotti dal terremoto ; non si tratta
dunque di una grandezza fisica legata
all'energia del sisma o di un dato stru
mentale ma costituisce esclusivamente
il risultato di valutazioni soggettive
dell'osservatore dipendenti dalle condi
zioni ambientali, dalla qualitd edilizia,
dalle caratteristiche geologiche del luo
go, ecqa.

Con riferimento ad un evento tellurico
le linee che congiungono tutti i punti
di una regione nei guali si & verifica
ta la stessa intensitd si definiscono
Ls0slbme.

Fra le scale di intensitd sismica quella oggl usa

ta & la Scafa Mercalfd MOdificata (riportata alle

pagine 12,13,14 e 15) pubblicata da C.F. Richter
nel 1956 e suddivisa in 12 gradi, che coincide pe
raltro con la scala MKS introdotta dall'UNESCO.

La scala Mercalli & ancor oggi largamente diffusa

in quanto consente di interpretare tutti i fenome

ni sismici, soprattutto antichi, di cui abbiamo no

tizia tramite la sola descrizione, senza alcuna mi

sura strumentale.
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Rosenbluet ha proposto una formula che lega la in
tensitd sismica I alla velocitd V del terreno :

_log 14 ¥
log 2

. . 2
La massima accelerazione a  1in cm/sec  , rag-

giunta dal suolo in funzione della intensita I ,
si pud ottenere dalla espressione :

I
log amax = 3 - 0,5

Magniiudo tale unitd di misura proposta da Richter
nel 1934 & una grandezza legata alla e~
nergia liberata nel corsoc del sisma ed
& basata sulla misura strumentale 4i da
+i microsismici ed in particolare del
massimo spostamento subito dal terreno.

Riportando per oygni terremoto su un diagramma, in

ordinate i logaritmi decimali degli spostamenti nas

simi del terreno misurati (in millesimi di millime
tro) nelle diverse stazioni di rilevamento ed in
ascisse le distanze epicentrali{espresse in chilo
metri), si ottengono tante curve,una per ogni terre
moto, che per una data regione risultano pressoc-
ché parallele fra loro (ved.fig.3.1).

LogA




Noto dungue l'andamento tipo (legge) dei sismi in
una data zona si assume quale Lenremolo campione
ovvero terremoto di magnitudeo zero quello per il
quale un sismografo standard® alla distanza di 100
km dall’'epicentro del sisma, misura una ampiezza
massima dello spostamento del suolo pari ad un mil
lesimo di millimetro, ovvero la curva passante pe;
il punto di coordinate : log A = 0,001 e & = 100, :
definita la gquale & possiblle conoscere il valo-

re di logA, qualungque sia la distanza epicentra-

le A,

Costruita dunque la .curva M del terremoto da misu

rare, si definisce magnltudo, la differenza fra i
logaritmi decimalil della massima ampiezza A misu-

rata nella stazione alla distanza 4;dall'epicentro

e l'ampiezza A, del terremoto di magnitudo zero mi

surato alla stessa distanza 4;:

M = log Ai - log Ao

Se le curve fossero effettivamente parallele tale
differenza risulterebbe indipendente dal valore di
d;ma in considerazione del non perfetto paralleli
smo fra le curve la magnitudo sari definita come
media delle magnitudo calcolate nelle varie sta-
zioni di rilevamento.
Tale unitd, indipendente praticamente dal sito di
rilevamento, pud essere positiva o negativa anche
se in quest'ultimo caso il sisma € talmente lieve
da non rivestire alcun interesse pratico : sismi
appena percepiblli hanno magnitudo 2 mentre i pid
distruttivi hanno raggiunto anche wvalori di 8,6
{Cile 1960, Alaska 1964) o addirittura 9.
La relazione esistente fra l'energia E (in erg)
liberata da un sisma e la sua magnitudo M pud
porsi nella forma :
¥ tipo Wood Anderson dotato di amplificazione pari a 2800,
periodo proprio di 0,8 § e smorzamento pari all'80%Z di
quello critico.




log E = 11,8 + 1,5 M

Per terreni rigidi la massima accelerazione a

. 2 : : max
in cm/sec” del terreno in funzione della magnitudo
M e della distanza epicentrale A in km, si pud e-
sprimere con la relazione : .

1230 eO’BM

amax - 2
(A+25)

mentre la massima velocita vmax in cn/sec. pud esse
re ricavata dalla espressione:
M
15 e
v =

max (840,17 eO,SBM

1,7
)

I.6) - REGISTRAZIONE DEI TERREMOTI,

Per ogni sisma vengono eseguite in ogni stazione
due registrazioni delle scosse nel piano orizzon-
tale ed una nel piano verticale.

G1li strumenti di rilevamento possono essere di due

tipi:

Sismoghafd registrano, una per volta, le componen
ti degli spostamenti del suolo anche se
piccolissimi, mediante un raggio lumino
so amplificato, su carta sensibile. I1
diagramma (s4{smogramma) cosi tracciato,
uno per ogni direzione, pud essere ad
esempio scomposto mediante l'analisi
armonica nella somma di tanti moti armo
nici di cul siano noti ampiezze, perio
di, fasi.

Accelerogragd registrano invece contemporaneamen=—
te le tre componenti della accelerazio
ne di un punto in funzione del tempo




durante sismi violenti.

Tali registrazioni {accelercgrammi)for
niscono immediatamente la durata e l'gg
celerazione massima del sisma; integran
do l'accelerogramma una volta si pud ot
tenere la velocitd massima ed integran-
do successivamente il diagramma di velo
cita cosil ottenuto si ricava lo sposta-
mento massimo del suolo.

In genere le accelerazioni massime rela
tive alle due componenti orizzontali 50
no dello stesso ordine di grandezza e
comunque maggiori delle massime accele
razioni verticali.

Poiché gli effetti dei terremoti non dipendono dal

la sola accelerazione massima del suolo ma anche da
altri fattori gquali la durata del sisma e la succes
sione delle scosse , risulta utile una classifica-

zione dei terremoti in gruppi aventi le medesime ca
ratteristiche. Si riporta di sequito la classifica

zione proposta da Newmark e Rosenblueth :

GRUPPO I : terremoti tipo Skopje 1963 ;
durata dell'ordine di alcuni secondi;
pochi picchi di accelerazione in bre
ve tempo o addirittura una sola SCOS
sa o un singolo shock;

terreni compatti ed ipocentro poco
profondo; con epicentro vicino e dun
que con onde che non subiscono rifles
sioni;

direzione del sisma ben individuabile;
armoniche predominanti con periodi bre
vi (0,2 sec.}

GRUPPQ IT : terremoti di tipo Californiano;
durata dell'ordine di decine di secon
di; terreni compatti; epicentro poco
distante; movimenti molto irregolari
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GRUPPO

GRUPPO

II1

1V

"

Qe

del terreno;
armoniche predominanti con periocdi
compresi fra 0,05 e 6 secondil.

terremoti tipo messicano ;

durata dell’ordine di centinaila di
secondi; terreni soffici; armoniche
dominanti con periodo elevato.

terremoti tipo Alaska e Nigata 1964;
violentissimi con deformazioni perma
nenti del terrenoc : slides e ligquefa
zioni.




IT) - DINAMICA LINEARE DET SISTEMI DISCRETI AD UN
GRADO DI LIBERTA’.

Il sistema pil elementare ma completo per 1o
approcclio allo studio della dinamica & quello co-
stituito da una massa concentrata m dotata di un
solo grado di libertda (ad es. scorrevole senza at-
trito su di un binario) vincolata da una molla
{vincolo elastico) e da uno smorzatore (vincolo
viscoso): tale sistema, rappresentabile come in
fig. 1.2 prende nome di cscillafore semplice smon

zalo.

Detto ¢{t} il para

; k m . metro che definisce
/ . f£ig.1.2 l'unico grado di 1i
f berta posseduto dal
2 (L)) . sistema® risultano

I VTPV IV IIIN .
q(t) necessarie alcune

ipotesi sulla natu
ra dei vincoli e
sulle reazioni da essi esplicate,
= Vincolo elastico : si assume che esso esplichi
nell'ambito dei piccoli spostamenti una reazio
ne

F o= - K-
. q

proporzionale cioé& alla prima potenza dello spo
stamento culi & sottoposto(elasticitd lineare)
tramite 1l fattore di vroporzionalitid K che pren
de nome di adigidezza del vincolo elastico o co -
stante di elasticitd e rappresenta la reazione
esplicata dal vincolo per effetto di uno sposta
mento unitario {(¢=71}; la reazione elastica risul

s

* Nel seguito,per comoditd di scrittura, si riporterid sem~
pre la sola ¢ in luogo di ¢(£) sottintendendo 1la dipenden
za di tale parametro dal tempo Z£; inoltre per le derivate
prima e seconda di ¢{f] rispetto al tempo che rappresenta
no velocitd ed accelerazione si adotteranno le notazioni




ta inoltre sempre opposta al verso dello sposta-
mento ¢ impresso al vincolo.
- Vinecolo viscoso : si formula l1'ipotesi dovuta a
Kelvin che esso esplichi una reazione
Fo- oo
v q

proporzionale cioé alla prima potenza della velo
citd cui & sottoposto (viscositd lineare} trami-
te il fattore di proporzionalitd h che prende no
me di coedbiciente di smonzamento o costante di
smonzamentc e rappresenta la reazlone esplicata
dal vincolo guando ad esso sia impressa una velo
citd §¢=1; la reazione ha sempre verso opposto
allo spostamento cui & soggetto®.

Tndicando con plit) 1'eccitazione esterna, variabile col

tempo, eventualmente applicata all'oscillatore, pos

sono verificarsi due casi distinti :

I) la sollecitazione esterna p(t) & applicata sfa-
ticamente senza ciocé imprimere accelerazioni
alla ma s s a: & questa l'ipotesi di ca-
rico che si formula in tutti i problemi di sta-
+tica. In tale caso, detto ¢ lo spostamento subi
to dalla massa m, le forze ad essa applicate sO
no, oltre la p , la sola reazione elastica

Fe= - K.-q L'equazione di equilibrio alla trasla

zione nella direzione dello spostamento si scri

di Lagrange : 7
d gt . . d gl v -

® Qontrariamente a quanto avviene per il vincolo elastico,
di certo pii familiare, meno intuibile pud apparire allo
studente il comportamento ipotizzato per il vincolo visco
so.Un possibile smorzatore & ad esempio quello costituito
da un eilindro pieno di olio a perfetta tenuta nel quale

gcorre un pistone la cul ba

se & fornita di tanti forelii

'.f/:
- Pl ni. Quando il pistome si spo
é sta,l'olio & costretto a pas
////,{///7 / // /4{/ ' ‘. el
sare da una camera all altra
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F +p =0 (equazione di equilibrio
ovvero ¢ statico}

g-K =p ‘
da cul nota la rigidezza K del vincolo e la solle
citazione esterna p applicata, si pud ricavare
lo spostamento subito dalla massa :

A
K

II) La sollecitazione esterna p{£) varia rapidamen
te nel tempo imprimendo accelerazioni alla mas
sa: in consequenZa di tali accelerazioni ¢ per
il secondo principic della Dinamica dovuto a
Newton, l'oscillatore risulta soggetto alla for
za d'inerzia FL = - m § di intensitd pari al

prodotto della massa per l'accelerazione e ver
§0 opposto a quello della accelerazione; per ef
fetto della velocitd § impressa alla massa il

vincolo viscoso esplica una reazione Fuz - h §;

in conseguenza dello spostamento ¢ il vinco
lo elastico reagird con forza F, = - K ¢.
Ma per il Principio di d'Alambert in ogni istan
te £ devono farsi equilibrio tutte le forze, di
inerzia, attive e vincolari,applicate all'oscil
latore,per cui istante per istante dovrd essere
verificata l'eguaglianza :

F.+ F o+ F + pl2)y =0 - | l(equazione di
L v e equilibrio di
namico)
ovvero :
mg+ h g+ Kqg=plt) (1)

attraverso i forellini e dunque impiegando un certo tempo.
8i intuisce allora immediatamente come una maggiore veloci
td del pistone sia connessa-.con una maggiore resistenza -
offéerta-ddlllolio e dunque dalle smorzatore.

.23 -




La (1) che prende nome di equazione delle oscilla
ziondi jonrzate,& una equazione differenziale del II ordi
ne a coefficienti costanti nello spostamento inco
gnito ¢ e definisce il moto dell'oscillatore sem-
plice smorzato.

guando la sollecitazione esterna p(t} & nulla la
{(1) assume la forma

mdag+ h g+ Kge=20 (2)

che prende nome di equazdione detfle oscillaziond L4
bere. ‘

La soluzione della egquazione differenziale (1) si
pud esprimere come somma di due addendi

glt)= qﬁ(z} + qp(i) {3)
ove :qg(tkappresenta l'integrale generale della e

gquazione omogenea assoclata, coincidente con
l'equazione delle oscillazioni libere (2) e
costituisce il mefo fransditornic; ovvero il
moto che l'oscillatore possiede dall'istante
iniziale t=0 e fino alle condizioni di regi
mne ;

qpbﬂrappresenta un integrale particolare del

la equazione completa (1) e costituisce il
moto a regdime.
La soluzione della (1) si compone cioé& di una par
teqzkﬁindipenﬁente dal carico la guale da luogo

ad oscillazioni libere che si esauriscono in un
tempo pild o meno lungo in dipendenza delle azioni
smorzanti, e di una partecﬁﬁi)legata al carico

esternc che 43 luoge ad oscillazioni stazionarie.

I1.1) - OSCILLAZIONI LIBERE.

-

L'equazione differenziale che regge tale problema,
come gii detto, & :
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mgthqg+Kaqeo (2)
la cui equazione caratteristica si scrive :
2
ma + hon+ K = ¢ (2%}

Dette %, ed 2y le radici della (2*'), la soluzione
della equazione (2) delle oscillazioni libere si
presenta nella forma

ot per a_# a_ (4)

- A 1%
qﬁft} A e i B e 1 2

(£1= F(4 + BE) | Per . n n o (5)

essendo A e B due costanti che dipendono dalle con
dizioni iniziali. Con le posizioni

Q£(O)= ¢, Spostamento posseduto dall'oscilla
tore all'istante iniziale £=0 del
moto,

q£[0}= g velocitd posseduta dall'oscillato-
re all'istante iniziale #£=0 del
moto,

€ possibile determinare i valori che assumono le co

stanti A e B in funzione delle radici &} ed %, e

delle condizioni iniziali del moto q, ¢ q

Nel caso di radici distinte &I# %

ponendo £=0 nella (4) e nella sua derivata prima
si ottiene il sistema :

-

o

T, © A+ B
q, * A&I+ an
la cui soluzione porge :
g - b3
A - @ 4,7
" M (6)
qo” qokﬁ
i
I 2
- 25~




Negli sviluppi successivi tall costanti compariranne sem
pre come somma o differenza per cui riesce utile de
terminare sin d'ora 1e nelatlve espressionl :

A#B:q
o .. (7
fqo—qota +n2}

1 2

[Nel casoc di radici coincidenti #,= x,= 1
pornendo #-0 nella (5) e nella sua derivata prima
8i ottiene il sistema

1, = A
qo-— A »n + B
la cui soluzione porge
A = g
0 {7")
B = q, - 4t

Le radici n, ed della equazione caratteristica

{(3) si scrivono : z
fl.l I
R R2dmK _ _ _h (| 2K
&2 ?2 m 72 m ~ | 4m? m
K h e
“m — *VmK ~ :
m 2 /mK

Facendo le posizioni sequenti :

[}
—L— - g fattore di smonzamento
2 /mK

frequenza angolare naturale non
smonzata o pulsazione naiturale
non smorzaila

#
A

- 26 p




B ~ w = g

le radici &1 ed &2 si possono scrivere :

A= w [-8+/B2-1) = -g+y ¢p2-1
I ) _ o ‘
n, = w (-g=VB2-1) = -g-u V/p2-1
Z 0 0
Ponendo
w VI1-g2 per g<l
w o= ©
mo/sz—i per B>l

ove w si defindsce frequenza angolare naturale smon
zata o pulsazione naturafe smornzata,a seconda che

il fattore di smorzamento risulti minore o maggio-
re dell'unitd le radici x_. ed % assumono allora

. . i 2
le espressioni :
&I = -~ g + Leg
nel caso g<1 (8)
&2 = - g - few
&} = - e t w
nef ecaso g>1 (9)
&2 ¥ - £ T

E' immediato dunque osservare il ruolo fondamenta-—
le che assume il fattore di smorzamento 8: a se-
conda che esso risulti maggiore o minore dell'uni-
td il valore delle radici 7y ed n,,e dunque delle
soluzioni dell'equazione (2),subiscono variazioni
notevoli dando luogo, come si vedrd nel seguito.ad
oscillazioni libere del sistéma completamente differenti
nel due casi{moti periodici per 8<1, moti aperiodici
per B>1).

L'ambito di maggiore interesse per il progettista
riguarda principalmente le oscillazioni che si ve
rificano per g<1 potendosi assumere per le struttu
re usuali, in cuil le azioni dissipative sono di na

-27 -~




tura interna, fattori di smorzamento dell'ordine
di gualche unita per cento; di contro,neéei rari ca
gi in cui i sistemi séno - dotati di smorzatori e-
sterni, assume interesse il comportamento dell'o-
scillatore per g>1.

Il valore 8=1 costituisce,in particolare,il limi-
te di separazione fra i due tipi distinti di com-
portamento; in corrispondenza di esso la costante
di smorzamento h assume il valore

h = 2 V/m K
e

che prende il nome di smonrzamento caitico.Con ta-
le definizione il fattore di smorzamento p assu-
me pertanto il significato di rapporte fra lo smox
‘zamento del sistema e 1o smorzamento critico :

N S 3

2 V/mK hc

Il valore =0 rappresenta invece il caso limite di
sistema condervative per il gquale cioé& risultano
nulli gli effetti dissipativi ovvero le azioni
smorzanti.
Tale caso ha significato puramente teorico non esi
stendo nella realtd sistemi conservativi; signifi-
cativa al riguardo & la fegge d4 Routh la guale af
ferma che "il moto di una lamina vibrante nel wvicto si smorza
comungque per un effetto viscoso interno a livello
molecolare”.
Essendo dungue il comportamento dell'oscillatore es—
senzialmente legato al fattore di smorzamento 8 ,
lo studio delle oscillazioni libere dei sistemi do
tati di un grado di libertd si condurri. facendo riferl
mento ai valori che tale parametro pud assumere. a

IT.1.1) ~ SISTEMI CONSERVATIVI (B=0)

Non sussistendo nel sistema alcuna azione smorzan-—
te ,ovvero alcuna dissipazione di energia, risulta
h=0 per cui la (2) assume la forma :

mg+ Kg-=20

.....28-..-..




che prende in questo caso 1l nome di equazione
delle oscillazioni Libene non smonzate,
Essendo £=0 risulta :

e = f w =0

E
il

w V1-g2= ¢ =
o o

e dunque le (8) assumono le espressioni :

R, =2 + 4w
(10)

che sostituite nella (4) porgono 3

+ig £ -Lw 2
QE{I)ﬂ A e o + B e o
e ricordando le formule di trasformazione inverse
di Eulero :

Lx ,

e = L AeRX + 0Oo4AX

-Lx .
e = =L SeRX F COAX

(11)

si pud scrivere
g,(t]= L(A-Blsenw £+ (A+B)cosw % (12)
£ 0 o

Sostituendo le (10) nelle (7) si ottengono 1 valo
ri delle costanti :

q
A-B = 0
L W
O
A+B = a,

che poste nella equazione (12) forniscono la solu~-

* In tale caso esiste ‘solamente la pulsazione natu
rale mon. smorzata.




zione 3 -

q
(£] = =% senw £ + q codw t (13)
i o] ¢ 0

4

Q
Il moto del sistema & in tal caso una oscillazione
armonica indefinita intorno alla posizione di egui
librio statico g=0 e dungue un moto periodico.
La (13) derivata una volta rispetto al tempo forni
sce l'espressione della velocita

q

0 L
qﬂ(I) = w | coémoi qoéenmoz

Q

derivata una seconda volta rispetto al tempo forni
sce l'espressione dell'accelerazione

q
= N . _ e ey?
qﬂ(ii) we o Aei’lmort qoc(wmo/t moqz(t)
La velocitd e l'accelerazione dell'oscillatore varia
no dunque anch'esse con legge armonica ed inoltre la

forza d4i inerzia applicata alla massa m
=-Hi-& = w2
Fi(i} m qg(t! m moqﬂ(t)

risulta proporzionale agli spostamenti ¢ ,(£) della
massa stessa: da cid si evince che quanto pill gran
di sono gli spostamenti subiti dalle masse, tanto
maggiori risultano le forze d'inerzia ad esse appli
cate (ad esempio in un edificio che oscilli, a pari
td di massa per piano,le forze d'inerzia pid eleva
te sono gquelle applicate ai piani pild alti).

Ricordando che, data una funzione armonica del tipo:
§(x) = a senx + b cosx

essa pud porsi nella forma :
f{x) = ¢ sen {(x+a)

essendo :

¢ = Ya? + b2 a = axrctg g
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La scluzione (13) pud anche essere scritta nella
forma :

Qf‘(f}-’,coéalﬂ(woi + aO) (131)

avendo posto :

o q w
arciyg T

]
L

La (13'}) esprime irr forma elementare un moto armo-
nico indefinito caratterizzato dagli elementi se-
guenti :

. K
pulsazione w = |
0 m
riodo proprio T = G 2 n
pe prop o o L
Q
1 Yo
frequenza § = T T
0
ampiezza (Q z ’
C_O= \‘;“: + qo
g w
fase a = anrcityg S
o a,

Al riguardo risulta opportuna gualche osservazione:
- la pulsazione naturale w e la fregquenza § a meno

della costante 2w coinciaono,rappresentando entram
be il numeroc di oscillazioni compiute dal sistema
dell'unitd d4i tempo; ¢id spiega altresi la dizio-
ne di frequenza angolare attribuita ad w . Sia w
che { aumentano con la rigidezza K del vincolo e2
lastico e diminuiscono all'aumentare della massa
m. . N

il periodo proprio di oscillazione T rappresenta
l'intervallo di tempo nel quale si verifica una
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oscillazione completa del sistema ovvero il tem-
po dopo il quale la funzione (13) o(13') assume
gli stessi valori; esso aumenta all'aumentare
della massa e della deformabilitd 1/K del vinco
lo elastico ovvere al diminuire della sua rigi-
dezza K.
Dunque sistemi pid rigidi o dotati di piccole mas
se posseggono frequenze elevate e bassi periodi,men
tre sistemi pil deformabili o detati di grandi mas-
se sono caratterizzati dal possedere basse frequen-
ze e periodi elevati.
Si pud inoltre notare che le costanti di integrazio
ne A e B o le equivalenti'co e a dipendono essen-—

zialmente dalle condizioni iniziali ¢ e ¢, il che si

gnifica che, mancando per le oscillazioni libere la

eccitazione esterna,il moto della massa m si pud

verificare solo a patto di conferire energia al si
stema oscillante; cid pud ottenersi :

1} col dotare inizialmente lY'oscillatore di energia
elastica, imprimendo alla massa al tempo =0 uno
spostamento ¢,: la risposta in tal caso & del
tipo rappresentato in fig.2.2

AL
VAAVARS

T
Q
. i . £ig.2.2

+
4

2} con l'attribuire inizialmente all'oscillatore
energia cinetica, imprimendo alla massa al tem
po =0 la velocita éo : in guesto caso la legge
del moto si presenta come in fig.3.2

3) in entrambi i modi citati brecedentemente; le
oscillazioni del sistema avranno in tal caso
una legge di variazione del tipo in fig.4.2
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q{t)

do

To ) fig.3.2

gft)

fig.4.2

L 3
ES

I1.1.2) - SISTEMI A BASSO SMORZAMENTO (0<B<1)

Le radici dell'equazione caratteristica assumono in
tal caso le espressioni(8) e la soluzione (4) si
scrive :

{~e+iw) {~e~dfw)t
2 ¢

q,ﬂ(t}=A + B
Q"ai [A e&?t + B e*&wi}

e mediante le formule di trasformazione (11) :

[}
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q, ()" e %t [L(A-B)senwt + (A+B]coswt] (14)

I valori (8) sostituiti nella (7) forniscono le co
stanti

q e+
A-B = o 0
4L W
+B:
A q,
Cche sostmtulte nella (14) porgono la soluzione :
- q e*q .
[ (tb 2 et [}9—ww£~4enwt + g coﬁmi] (15)
®

In questo caso 11 moto,ancora perlodlco & una oscil
lazione armmonica sworzata intorno alla nosizione di equilibrio
Statico g=0:11 termine in parentesi esprime infatti un mo
to armonico indefinito analogo a guello esaminato
nel caso g=0, mentre il termine esponenziale rap-
Presenta il decremento che tale moto subisce nel
tempo. Si pud dimostrare che il rapporto fra le am
Piezze massime di due periodi successivi & costante
2 vale: emgT

1l parametro eT si definisce decremento Logarniimi
¢0 e rappresenta il decremento percentuale dell'am
Piezza delle oscillazioni; esso consente la determl
Nazione sperimentale del fattore di smorzamento B.
Risulta interessante osservare come per =0 risul-
tando e=0 e = w_ si ritrovi immediatamente la soly
zione (13) come’caso particolare della (15).
L'equazione (15) , analogamente a guanto si & fatto
Per il precedente caso B=0, si pud esprimere nel-
la forma

Qﬁfi)= C ewezaen(mt + ) (15")
avendo posto: . _
C = Gmiw:g—)2+ @2 e Yiz aretg ~fq0@.
o = 979,




1,'andamento del moto corrispondente alle condizioni
iniziali ¢ _# 0 e QG#’O & rappresentato in fig.5.2

q(t)
~
~
qO e -
SN Ce et
g e
___\—/"’""*’d—h t
//’ﬂ
- 'F.
P fig.5.2
//
-
T T

+

ry
* T

confrontando le risposte (13) e (15) dell'oscillato
re semplice ottenute rispettivamente per g=0 e per
g<1,ovverco in modo pilt immediato esaminando la rela
zione w=w,/1-8? si evince che sistemi aventi basso
smorzamento sono caratterizzati dal possedere fre—
gquenze pil basse e dunque periodi pil elevati dei
sistemi conservativi; dungque allorché si trascuri
lo smorzamento di un sistema, 1 periodi propri co-
sl determinati risultano lievemente minori di quel
1i reali.

In fig. 6.2 tale confronto & rappresentato grafica

mente con riferimento alle condizioni iniziali QO#U
qo# 0.

II.1.3) - SISTEMI CON SMORZAMENTQ CRITICO. {8=1)

Tale caso si verifica quando la costante di smorza
mento assume il valore critico

h = 2«vVm K
c N




q(e)]

.

-+
O

+
™

B o
e
B

Risultando in tale caso limite
w = 0 £ =

1'equazione caratteristica (2') ammette due radici
coincidenti

LoE s w
o]

che poste nella (7') forniscono i valori delle co-
stantil :

A
B

i}]

4

QO+ qﬂwo

0

sostituendo i valori di A,B ed 2 nella (5) si ot-
tiene la soluzione

|
-w X . {
t~q£(tl = e %0 [qo+{uoqo+ qoli]i (16)

P

La legge del moto & in questo caso asintotica ed
il sistema tende alla quiete senza osclllare.

In fig. 7.2 & rappresentato il diagramma del moto
corrispondente alle condizioni iniziali QG#O e
QO#O-




ig.7.2

1.1.4) — SISTEMI AD ELEVATO SMORZAMENTO (8>1)

é'radiCi dell'equazione caratteristica assumono in
ale caso le espressioni (9) e la soluzione (4) si

a (21 & %A O v B 70 (17)
& ricordando le formule di trasformazione
. e = shenx + chosx
¢ ¥= -shenx + chosx

1a (17) si scrive :

qﬂ{z)s e_gt[(A~B)AhenmI + {A+B)Qhobwi]

ébstituendo i valori delle radici (9) nelle (7) si
ottengono i valori delle costanti :

1,574,

w

1

%

A+B

‘he introdotti nella eguazione precedente fornisco
no la soluzicne :

. E_‘.-‘
-gd qo 4

g ltl= e ———;—‘1 shenut + ¢ choswt || (18)
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Anche in questo caso, come nel precedente, il moto
éaperiodico : la massa m tende asintoticamente a ze
ro tanto pit rapidamente quanto pill il fattore 4i
smorzamento & prossimo allfunitid; nel caso limite
g=o (viscositd infinita)il sistema rimarrebbe fis-
so nella posizione iniziale g .

E' interessante osservare la %erfetta analogia fra
la (15) e la (18) la cui unica differenza & costi-
tuita dalle funzioni seno e cosenc periodiche nel-
la prima ed aperiodiche nella seconda.

In fig.8.2 & rappresentata gualitativamente la leg
ge del moto (18) corrispondente alle condizioni ini
ziali q0¥0 e Qoso al variare del fattore di smor
zamento . 8.

J
g(t)
B
qo7
B3
g
81<82<83<Bw
8 -

£ig.8.2

IT7.2) - OSCILLAZIONI FORZATE.

Quando l'oscillatore di massam & eccitato dalla ge
nerica forza esterna p(t) variabile col tempo, la
equazione che regge il problema assume la forma :

mg+ h g+ Kgqg = plt} (1)

e le oscillazioni della massa prendono nome di
csdeillaziond fornzate.

La soluzione dell‘'equazione (1), come si & gia det
to, é esprimibile come somma di due termini

qlt) = (£) + Qp(t3 (3)

Tp

- 38 -

iriseries




31 primo ¢, (%) rappresenta l'integrale gene
Jell'equazione omogenea associata alla (1), ov
1a soluzione dell'equazione (2) delle oscilla
‘1ibere ¢gi& determinata nei paragrafi prece-

per diversi valori di 8, mentre ¢ (%] rappre

questi 1 pilt frequenti nelloc studio delle struttu-
nzone sismiche,mentre solo brewi cenni si for

fino al tempo 1 e valore costante negli istanti suc
“cessivi

< p(t) |
= 0
oopla per i<t o
pltl = p = cost. per I><
S t
Ge ltistante 1 coincide col valore t=0 si ha :
p(t) }
pl{t) = 0 per t<( b
p{t) = p = cosit. per >0
t

Per valori del fattore di smorzamento minori della
unitid,l'integrale generale dell'eguazione omogenea

associata all'equazione del moto (1) assume la for
ma (14) gia determinata -

qg{t)= ngt[i(A-B]éean+(A+B]c04m£] (14)

o

Un integrale particolare della (1) & certamente

4, * p/K = q {spostamento statico)
per cui dalla (3) si ottiene :

q_ = enez [L(A~B}5enmt+(A+B)c05mt} + E (19)

T
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:Assumendo che all' istante t=0 l‘oscillatdre 84
trov1 1n qd1ete e Bunque con le' condizZioni 1n121a

1i =
B = -> -E =
qr(o} 7, 0 A + B + c 0
& o) = G =0 » -e{A+B)+tui{A-B} = 0
I Q

vonendo t=0 nella (19) e bella sua derivata prima:

g {8 = - Et[&[A B}Aenwt+{A+B}c04m¥]* e Stm[%(A-B}a05w£+
I
-{A+B}Aenwi]
51 ottengono i ValOﬂé delle costanti di integrazione:
A+ B = v
A-B= -2 B B
L w K VY 4L K

gostituendo tali valori nella (19) risulta

q (£)= E {I~e~€t (—E— senwt + ckot)} (20)
g VY1-p2
ovvero nella forma egquivalente :

- -eX
g (&) = % [f - £ Aen(mi+¢]} {(20")
| + /1-82
[ avendo posto
/1-82
¢ = ancig 8

Le (20) o (20') esprimono la risposta dell'oscilla
tore semplice smorzato alla sollecitazione a gradi
no : si pud osservare che tale moto & una oscilla-
zione armonica smorzata intorno alla configurazio-
ne di eqguilibrio statico :

% ¥

cui l'oscillatore tende al tempo infinito(v.£ig.9.2).
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g (t)
Inax
Qé T 7N\ /7 7 ~
t .
X . T — £1g.9.2
Il rapporto qmax/qé fra lo spostamento massimo

iniziale qu.y e lo spostamento ¢4 che si avreb
be se la sollecitazione p £fosse applicata statica
mente si definisce rapporto di ogvenshoot {sovrac
colpo}.

Nel prosieguo, per comoditd ¢i esposizione, si as-
sumerd la posizione :

G(z) =1 - ewgi{ B senwt + cosnt) =
/1-p2
Q—ei
= 1 - sen(wtte) (21)
Yi-g2

per cui le (20) e (20') si potranno scrivere sinte
ticamente nella forma

q () = F6(t) (22)

La G{(t]), come si pud evincere facilmente dalla {(22),
rappresenta la risposta_dell'oscillatore ad una sol
lecitazione a gradino di valore yguale alla rigidez
za della molla p=K.




La risposta alla sollecitazione a gradino unitaria
p=1 vale allora :
G{x£)
¥ K

Nel caso limite B=0, di sistema conservativo, risul
tando e¢=0 e wmwo, la (20} si scrive :

. B .
qI{il o {1 coémot} ‘ {(23)

-

La risposta dell'oscillatore & in questo caso un mo
to armonico indefiniteo interno alla configurazione
statica q¢ caratterizzato da spostamenti massimi
doppi dello spostamento statico q)3 e spostamenti
minimi nulli :
= 2 = - =

qmax qa K qm&n 0
Il diagramma della funzione (23) & del tipo riporta
to in fig.10.2

y
ag{t)
5 J
qé

JR A ST Y — e . T

9

-

I1 rapporto di overshoot & in guesto caso uguale a
due: dungque nel caso limite di sistema conservativo
e condizioni iniziali ¢ =0 e éo=0 l'applicazione
di una forza eccitatrice a gradino provoca sposta-—
menti della massa doppi di quelli indotti dall'appli
cazione statica della stessa forza.

Nel caso in cui il fattore di smorzamento risulti
maggiore dell'unitd & possibile dimostrare (si evi
ta la trattazione perché& di scarso interesse per il

-

corso) che la risposta dell'oscillatore & un moto
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aperiodico in cui la massa tende asintoticamente e
senza oscillare, alla configurazione statica ¢ .
. . 5

IL.a conoscenza della risposta dell'oscillatore ad una
sollecitazione a gradino pud consentire lo studio
del moto della stessa massa eccitata da una generica
sollecitazione p{f) e cid potendo questa essere ri-
prodotta come somma algebrica di »n sollecitazioni
a gradino di wvalori pin

p{t)

fig.11.2

Essendo la risposta dell'oscillatore alla sollecita
zione a gradino di wvalore pi ed applicata all'istan
te T del tipo :

Q;(t) ) z per i<t
L
QI(t) i G(t~ri} per >t

la legge del moto dell'oscillatore semplice smorza-
to eccitato dalla generica forza p{t) si potrd otte
nere come sommatoria delle risposte alle n solleci-
tazioni a gradino di wvalore pi che approssimano la

plt).




11.2.2) — SOLLECITAZIONE IMPULSIVA.

§i supponga di applicare all'oscillatore :
al tempo =1 una sollecit. a gradino pl(L}= p

al tempo Z=t+Ai una sollecit. a gradino pltl= -p .
ovvero se t corrisponde all'istante iniziale %=0:

al tempo f£=0 una sollecit. a gradino p{tl= p

al tempo £=A%f una sollecit. a gradino p(&L}= -p

In entrambi i casi la sollecitazione che si realiz
za viene definita so0ffecitazione impulsiva (funzio
ne di Dirac) e 1l'impulso applicato all'coscillatore

vale : pat

o(t)

At t

Nel caso di sollecitazione impulsiva applicata al
tempo £=0 la (22) consente di esprimere la rispo-

sta dell'oscillatore nella forma :

q (1) = B [G(I)—G{£+Az)] -

2 pAt[G(t)~G(I+At}] (24)

K- &t
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Al tendere a zero dell'intervallo di tempo At du
rante il quale la p(£) sollecita l'oscillatore, lo
impulso applicato vale

T = pdzt

ed in tal caso il termine in parentesi della (24)
assume il significato di derivata della funzione

G(£) rispetto al tempo e la risposta deli'oscilla
tore si scrive

dG

{z}= % s (25)

Ao di

(si osservi conme la ‘sollecitazione impulsiva rappre
senti la derivata della sollecitazione a gradinol
Derivando la (21) rispetto al tempo si ha :

———F e R

’E/tm[ B

senwt+cosut)-e codwt-Senwt)

/1-82 /1-g2

Sostituendo in essa 1 valori assunti da e=w B e
— . . , 0
w=w Y1-82 e riducendo si ottiene :
O

_ 2 o
g% — 8t[ B senot+peosnt-Beoswl+V1-p2sennt) =
© /1-82
w V1-82
co ¢ I senut =-¢9T~jgm &t senut =
° /1-p2 R
w el
iy e senwl

Tramite la {25) la risposta dell'oscillatore si
scrive in definitiva :

1 W -ef
g {2)= K T-g2 e senwt (26)

espressione legata alle ipotesi c¢he sia O<8<1,@;@0=0.
Con la posizione :

glzt) =

1 2 2~Et Aénwi

K 1-g2




la {(26) si pud scrivere :
)= T -gll)

ove la funzione g{%) assume il significato di ri-
sposta dell'oscillatore all'impulso elementare uni
tario e si presenta come in fig.12.2,

g(t) |
g(tif """i
H
! - )
E \\\w/// \\\—’// ¢
fig.12.2

L'ordinata in corrispondenza della generica ascis
sa T rappresenta la risposta dell'oscillatore al
tempo.&~r per un inpulso unitario applicato al
tempo =0 : ognil ordinata del diagramma rappresen
ta cioé lo spostamento che l'oscillatore subisce
al variare del tempo per un impulso unltario im-—
presso al sistema al tempo zero,.

La funzione gi{f] pud perd riguardarsi anche come
linea di influenza della risposta dell'oscillato-
re al tempo £=0 per un impulso unitario viaggian-
te nel tenpo; infatti considerando l'asse positi-
vo delle ascisse come asse dei templ passafdl la
ordinata generica g . rappresenta la risposta del
sistema all'istante zero, dovuta ad un impulso uni
tario applicato all'oscillatore T. secondi prima,
Sfruttando dunque la glf] come Lifiea diinfluenza
Lemporale & possibile conoscere la risposta dello
oscillatore indotta da un treno di impulsdi appli-




cati al sistema, ovvero determinare la condizione
pilt pericelosa indotta da una successione di im-
pulsi che solleciti l'oscillatore e cid caricando
nel modo pill gravoso la linea d'influenza (vedi

fig.13.2).(Esempio di treno di impulsi & guello

costituite da raffiche di vento ¢ successioni di
scosse sismiche di breve duratal. 5

Nel caso particolare di sistema conservativo (g=0)
la (26) assume la forma :

1
qﬂ.('t): P é?_ﬂwot

e la massa oscilla indefinitamente intorno alla posi-
zione g=0.

Analogamente a guanto detto per la sollecitazione

a gradino, i risultati acquisiti per la sollecita=-
zione impulsiva consentono anch'essi di studiare
l'oscillatore semplice sottoposto alla generica sol
lecitazione p(%£) e ¢id potendosi sempre riguardare
quest'ultima come somma algebrica di scollecita~
zioni impulsive,., Assumendo la risposta al generico
impulso IL; p'é m“’é amﬂjcaﬂyiﬂ_tamx)tmri:ﬂmvelore:

L3

g £)
Qét)

<.
B &

i

p,{‘,AT,{‘ Q(i"‘t”é) tiTi

la risposta alla generica sollecitazione p({t) sara
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somma delle risposte ail singeli impulsi in cui si
immagina scomposta la p(£).

p(t) i
<] N

AT ; ' t
Al limite assumendo ingérvalli di tempo infinitesi
mi dr la sommatoria si trasforma in integrale e
la risposta dell'oscillatore assume l'espressione®:
%
q{t) = ! glt-<) plrc) drx
0

che si definisce (nteghrale d{ Duhamel e rappresenta
gia la risposta completa dell'oscillatore alla gene
rica sollecitazione p(£),somma della parte dovuta
al transitorio e di quella a regime, purché le con
dizioni iniziali siano ¢ =0 e i,=0 {essendo sta-
te in tale ipotesi ricavate le costanti di integra
zione) ed il sistema sia a basse smorzamento.

E' importante osservare che il poter considerare

la sollecitazione generica come somma di impulsi o
di sollecitazioni a gradino o di funzioni armoniche
(come si vedrd nel seguito) presuppone la fa soviap-
penibllitd degli effetti e dunque & legata all' {pofesi
di Linearnitd def mofo ovvero all'assunto che tutti i
termini della equazione del moto siano lineari in

4, 4, q.
I1.2.3} - SOLLECITAZIONE ARMONICA.

S1i consideri un carico variabile con legge armoni-
ca del tipo :

plt) = ¢ sennt + d cosQl (27)

* essendo T 1'istante generico e t 1'istante nel quale vie
ne calcolato lo spostamento ¢{f).
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essendo ! la frequenza eccitatrice a meno di 27 ed
essendo ¢ e d due costanti che definiscono :

fc2+ d2

it

llampiezza e,

i1

e la fase 6 ancitg %

In tale caso un integrale particolare qp della e~

guazione (1) sara del tipo :

qpfi)ﬁ a sent + b cosqt (28)

Per la determinazione delle costanti a e b basta
introdurre la {27} e la (28) derivata nella egqua-
zione (1).
Essendo

Qp[t}= Qla cos0t - b senit)

ip{t)=92{"a sent - b cosqt) = mgqu

1'equazione (1) si scrive :

(K-ma2){a senqt + b cosqzt)+ hola cosqt- b sent)=

= ¢ senhi + d cosnd

e raggruppando 1 termini in senoc e coseno :

Aenﬂt[a{KmeZ)w bﬂh-é]+ coaﬂi{b(K~mQZ}+ aﬂh—ci}=0

Perché sia soddisfatta tale equazione devono neces
sariamente risultare nulli i coefficienti di senft

e cosft
a (K-ma2}- boh - ¢ = 0
b (K-mp2)+ agh ~ & = ¢

Dividendo per m e ordinando si ottiene

a (E -Q2)- ba &

h K o2
ag — + b (m 02)

i

Tl Ble




w2
. K i 9
e ricordando che : |[— = w » — = —2
m o. m K
e che
h h
% B~ m QBwO
2 VmK

sostituendo nel sistema precedente si ha :

alw?-a2] - b(22Bu ) - e ()
w2
a{298w0)+ b{wi—ﬂz) = d('kﬂ]

pividende entrambe le equazioni per w% e chiamando
col simbolo @ =Q/w il rapporto fra frequenza ango-
lare eccitatrice e frequenza angolare naturale non
smorzata del sistema si scrive :

a{l-92) - b{2sa)

]

al2sa) + b(1-02)

Ll

=l =Ip

Le cui soluzioni sono

1 (1-02)e+280d

& T K (1-02)2+48202
. -2gqc+ (1-02)d
T K (1-a2)2+4p202

e con la posizione

I

— — M coefficiente di magnifi
Y{1-02)2+482072 cazione

1]

le dette costanti si scrivono :

a =

[(r-azac + 289 d} u?

2 (29)

Pl PR

b = [fstQ + {I~52}d} M
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Le (29) sostituite nella {28) forniscono l'lntegra
le particolare Qy che sommato all'integrale genera
le ¢, 43 luogo alla soluzione del problema per ta-
le sollecitazione. §

La legge di carico oltre che nella forma (27) pud
esprimersi con una equazione del tipo :

plt) = P, sen(Qt+o) (30)

ove : @ fregquenza eccitatrice a meno &i 21
o fase dell'eccitazione

po anpiezza dell'eccitazione

Le costantl ¢ e p,sono legate alle costanti ¢ e d
della forma (27) dalle relazioni dirette
Ve + d2
P, ¢
8

i

i

d
arctg —
g o

e dalle relazioni inverse :

¢ = p, coss (31)

d = ne
p, se
In tale caso l'integrale varticolare sari del tipo:

= en i+
Qp we send ) {32)
essendo ¢O l'ampiezza della risposta

A la fase della risposta
legate alle costanti a e b della soluzione nella
forma (28) dalle relazioni dirette :

Jas + b2 (33)

> e
H [

arecity 3 (34)

e dalle relazioni inverse :

a v COosA

b = ¢y senx ”

¥ ovvero il ritardo della risposta rispetto alla eccitazione.
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Per ottenere l'ampiezza della risposta ¢ basta so
stituire nell'espressione (33) i valori delle co-
stanti a e b determinati nelle (29)

1 - — 12 — — 2 '55
o T X [(1—92)c + 280 d} +{~23n e +{1*Q2)d] = -
9 A

1-12)2{c2+d2)+ 48202{c2+d2) i{E

-«
H

i

K

e ricordando che p_ = Ve2+d?  si ha :

yA po == : —
v = M — J(1-02)2 + 4 g2q?
o K

Essendo per la definizione di coefficiente di magni
ficazione :

J{1-92)2 + 4 g2p2 = _%_
si pud scrivere :
po
= M —> = 35
v, I P; M a, (35)
po
ove — = ¢ rappresenta lo spostamento che la massa

subirebbe se il carico po fosse applicato statica-
mente.
I1 coefficiente di magnificazione M rappresenta dun
que l'amplificazione o la riduzione che gli sposta-
menti del sistema subiscono gquando la sollecitazio-
ne esterna invece che staticamente & applicata dina
micamente con legge armonica.
In fig.14.2 & rappresentata la funzione
1
M= (36)
VY{1-02)2+4p202

ovvero la legge di variazione del coefficigpt%zdi
magnificazione M in funzione del rapporto Q=
fra frequenza eccitatrice e freguenza propria

del sistema per alcuni valori del fattore di smor-
zamento B.




£ig.14.2

Il massimo valore di M si ottiene quando il denomi
natore della (36} & minimo ; derivando quindi il
radicando ed equagliando a zero gi ha :

éi[{r-52)2+452§2] = 4Q% - 49 ¢ ggla = 0
le cul soluzioni non negative soné“):
Q=0 LI
= .per-:<3<oo
V2
Q= /1-282 per 0 < g < —
V2

i —— A 7] — S A T\ T T Sy S T . Al S A B4 S N T T

") La soluzione negativa Q= ~/1-282 nop ha interesse non PO
tendo essere Q = Q/mo < Q.

- 53 -




e rappresentano i valori 4i @ in corrispondenza deil
quali il coefficiente di magnificazione attinge i
valori massimi :

_ L '

Mmax = 1 per — & § £ w
/2

I N : 1

Mmax = per 0 <“f < ——

2pV1-82 /2

Da guanto detto si evince allora immediatamente
esistere un valore limite del fattore di smorza-
mento .. = 1/¥2 = 0,707 che rappresenta l'elemen-
to di séparazione fra due distinti comportamenti.

Per sistemi aventi g»B,. il coefficiente di magni
ficazione risulta sempfgqriduttivo tendendo al mas
simo all'unitd al tendere a zero di 9; tali siste-
mi presentano cioé& oscillazioni le cui ampiezze ri
sultano minori degli spostamenti massimi che si ve
rificherebbero.se la sollecitazione esterna fosse
applicata staticamente e cid bene sl comprende fi-
sicamente se si pensa che per elevati valori dello
smorzamento 1l'unico modo pef la massa di seguire
eccitazioni con freguenza via via crescente & quel
lo di ridurre l'ampiezza delle oscillazioni.

Per sistemi aventi 8<8,. , invece, il coefficiente
di magnificazione pud éssere sia riduttivo che am
plificativo, al variare di @ esso attinge comun
gque un valore massimo, funzione d4i 8, quando
Q=vy1-282 ovvero, essendo & =Q/wo, gquando

Q = w0/1"282 (37)

Per tale valore della frequenza eccitatrice si ve
rifica il cosiddetto fenomeno della fadisonanza per
cui gli spostamenti della massé subiscono le massi
me amplificazioni rispetto ai valori che assumereb
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bero se la sollecitazione esterna fosse applicata
staticamente.

confrontando la (37) con lt'espressicone della fre-
quenza angolare naturale smorzata o =u /1-82 si no
ta che quando il fattore di smorzamentg & diverso
da zero la risonanza si verifica per valori della
frequenza eccitatrice Q poco minori di w ma molto
prossimi ad esso, ovvero il massimo valore del coef
ficiente 4i magnificazione si attinge per valori
della frequenza eccitatrice Q e della fregquenza an
golare non smorzata o guasi uguali fra loro : &
per tale motivo che,d%to un sistema oscillante, le
eccitazioni armoniche pili pericolose sono quelle
per le quali risulta

L9 = 1.
w
0

Ancora dalla osservazione della fig.14.2 si pud no
tare che,a paritd di B,sollecitazioni aventi fre-
quenze 9 molto basse rispetto alla frequenza pro-
pria » del sistema, +ali cioé che sia 0/w =0 ,non
comporgano alcuna amplificazione del moto: Cin tali
condizioni risultando M=1 l'oscillatore segue la
eccitazione, senza amplificazioni dinamiche, in
perfetta sincronla con essa € la risposta risulta
praticamente indipendente dal valore di g e dungue
pilt facilmente determinabile assumendo B=0.
Eccitazioni, infine, caratterizzate da fregquenze Q
molto alte rispetto alla frequenza propria w» del
sistema, tali cioé& che Q/w »>>1, comportano valori
riduttivi del coefficienteodi amplificazione e cioé
M<1: si dice in tale caso che l'oscillatore non 4¢n
te la sollecitazione esterna. Anche in questo caso
la risposta risulta pressocché& indipendente da 8 e
dungue pil agevolmente calcolabile con B=0.

Le considerazioni testé svolte non devono intender-
si limitate alle sole egcitazioni esterne di tipo
sinusoidale ma possono estendersi a gualungue tipo
3i sollecitazione e cid in considerazione del fatto
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che tramite £'analisd armonica & possibile espri
mere una funzione generica, definita in un inter
vallo finito, come combinazione lineare di pill fun
zioni armoniche con opportuni coefficienti.
Tale procedimento consente dungue di studiare il
moto dell'oscillatore eccitato da una sollecitazio
ne esterna p{t) di tipo gualunque (purché esprimi~
bile con una funzione) sommando le risposte dello
oscillatore alle singole sollecitazioni armoniche
componenti la p{f): per guanto innanzi detto le
armoniche caratterizzate da frequenze §§ basse ri-
spetto alla frequenza propria del sistema passeran
no inalterate, le armoniche con frequenze eccita-
tricl prossime alla w risulterannce amplificate e
dungue saranno le piﬁopericolose, mentre le armoni
che aventi frequenze elevate rispetto alla frequen
za propria del sistema non sarannc avvertite dallo
oscillatore.
Con rifsrimento alla risposta di una struttura reale
sottopcesra ad un sisma, immaginando una eccitazione
indottz dal terremoto di tipo armonico, si possono
guindi wverificare i seguenti comportamenti :
Caso I<<u ovvero struttura rigida (con elevato
° W =/K/m e ridotto periocdo T) soggetta
a’scosse di bassa frequenza: la massa
segque il movimento del terreno come
se fosse sollecitata staticamente dal
la forza di inerzia e dunque senza al
cuna amplificazione dinamica del moto;

caso L=_ ovvero struttura evente periodo Proprio
di oscillazione prossimo alla frequenza
eccitatrice del sisma: spostamenti e
tensioni subiscono la massima amplifi
cazione per cui la struttura si trova
certamente nelle condizioni pid perico
lose;

Caso L:>y struttura deformabile (con basso w =
YK/m ed elevato periodo T) sottopogta
a gsisma con freguenza molto alta :
spostamenti e tensioni risultano in

-




tal caso minori di quelli che provo-
cherehbe 1‘*applicazione statica della
forza di inerzia essendo la massa qua
si ferma rispetto ad un riferimento
fisso.

Ritornando all'esame del coefficiente di magnifica-
zione nel caso di sistemi conservativi (8=0) risul-

ta:
| 1-a2]

ed il diagramma di M in funzione di @ si presenta
come in fig.15.2.

M
4 ..

0 ot

Q

Si osserva che per valori.di <v/2 il coefficiente_
di magnificazione M>1, mentre risulta M<1 per 9>v2.
Quando =1 ovvero Qmwo risulta M=« e dunque si veri
fica il fenomeno della #.{isonanza per cui l'ampiezza
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delle oscillazioni aumenta indefinitamente col tem
PO ed il diagramma della risposta si presenta come
in fig.16.2.

per valori di Q=1 ovvero per Q(=w , in prossimitd b
cioé della risonanza, il moto si presenta come il- f

justrato in £ig.17.2 ed il fenomeno viene detto dei
pattimentd.

4

q(t)
"“'--- \Z
——
\\\Z{/ fig.16.2

) T

]
q(t)

N m _l;l e} l l e 'l‘l‘l e

fig.17.2

rornando alla determinazione della fase A della ri
sposta,analogamente a quanto gia fatto per l'ampiez
za wo, si sostituiscono nella (34) le espressioni

I
- |
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delle costanti a e b calcolate in (29), ottenendo:

~280 ¢ +{1m§2)d

y o= arncelg - -
{(1-02)ec+ 280 d
ed introducendo nella precedente espressione le re
1azioni (31) che legano le costanti ¢ e d all'am-

piezza po ed alla fase 68 delltleccitazione, si ha :

~780cos6+{1-02)send

X = arcig — —
(1-Q2)cosb+28Qsend

e dividendo numeratore e denominatore per{1~52hw¢e
si ha :

198~ 3J§¥
02
A = akhceig I*?
e 4 89,00
— 1-072 -
2 BQ
Ponendo ﬁ_ = tga ovvero a = arctg 2??
1-02 - 1-q2
si pud scrivere
i} tge~ fga
A arelg T+tgatge
= arctg fgle+a}
da cui
A= 8 F oa (38)

L'angolo « rappresenta dunque lo sfasamento fra lo
spostamento dinamico e la forza sollecitante.

Sostituendo nella (32) le espressioni di ¢, e A cal
colate in (35) e (38) si ottiene l'integrale parti-

colare cercato p

0
qP—MK

La soluzione completa si otterrd gquindi. sommando
3lla qp{zl ltintegrale generale q£{£) che per i

senlat +6 + o)
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sistemi dotati di basso smorzamento si pud esprime
re nella forma :

(t) = ¢ o Fsenlotiy) (151),

La risposta dell'oscillatore semplice alla solleci
tazione armonica vale dunque

R 4
q(I}ZQE{I)+qp(t) = C a_g_,tfsen(wtw)hrv{ _Eq sen{nt+e+al (39)
ove le costanti C e y vanno determinate imponendo
le condizioni iniziali che, come si vede dalla{39),
influenzano il solo moto transdfornic ma non guello
a negime. Si osservi che per la presenza dell'e-
sponenziale il transitorio, rappresentato dal pri
mo addendo, si esaurisce rapidamente, risultando
dungue interessante solo il secondo addendo che
descrive il fenomeno a regime.
In fig.18.2. & riportato il diagramma completo del
moto di un oscillatore semplice smorzato, solleci-
tato da una eccitazione armonica, con le condizio-
ni che sia 0<g<1, qaﬂO,QOEO.

ig.18.2
q(t) fig.18

-/\A/\/\/\/\

L\//\/\\/V V/ V V U\

transitorio . regime

Fy
hd hd

L

Risulta immediato osservare come il thansdltfondlo
iniziale vada esaurendosi rapidamente per dare luo
go al moto a iegime che, come lleccitazione, risul
ta anch'esso periodico.

Lo studio della risposta dell'oscillatore semplice
ad una sollecitazione armonica consente come si é
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gia accennato di risolvere il problema del sistema
sottoposto ad una sollecitazione esterna di tipo
qualunque sviluppando il carico p{t}, semprecché
rappresentabile da una funzione, in serie di Fourier
come somma di sollecitazioni armoniche

1
|
i
i
|

n n
plt) = p+ g ;aosdat + § b{éeﬂ L0t (40)

ovverc nella forma :

44 .
plt) = p + V. cosliot+s ) pen A= 0,000, n
],&, A

essendo le costanti legate dalle relazioni :

- 2 2
Py = Yai v b}

b&
anrctyg e
£

L

i
Indicando con T il campo di definizione della fun-
zione p{t] nel caso generico, ovvero il suo perio-
do se trattasi di sollecitazione avente legge perio
dica, i coefficienti della (40), omettendo per bre

vitd gli sviluppi di calcolo, risultano cosi espres
si

-
r L

p = % | plide valon medic delfa fun
la z4one nell'intervallo T
rT

Z .
a, == | pltlcos L-qt-dt
AL T !

0 per i=1,...... n

T
[ pltlcos isqt-dt
Yo

~
—tlra




In particolare, come si & gid detto, delle armoni-
che in culi pud scomporsi 1l'eccitazione esterna,quel
le aventi freguenza prossima alla frequenza propria
del sistema oscillante verranno esaltate nella ri-
sposta, guelle aventi frequenza bassa resteranno
inalterate, quelle con frequenza elevatg saranno
eliminate, cosicché pud affermarsi che il sistema
esplica, nei riguardi della sollecitazigne ad esso
applicata, una funzione di filtro.
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11.3) - OSCILLAZIONI INDOTTE DA SISMI.

Qualora la sollecitazione esterna impressa al si-
stema non sia costituita da una forza pit! ma da

unc spostamento u{f), (come nel caso dei terremo-
ti} la soluzione del problema rimane formalmente
analoga. Supposto infatti che al supporto dell‘oscil
latore sia impresso uno spostamento ulf) rispetto ad
un riferimento fisso e detto sempre ¢(f) lo sposta-
mento relativo della massa rispetto al supporto, lo
spostamento assoluto della massa & fornito dalla som
ma algebrica dei due spostamenti : ¢{£}-uf{t).

i LT 5;}0(}/0/ hal
- e ™ e
ult) 1 g(t)
-3 q
s e
1
8 ey
) [w)
. o RN 2 L NS> I o
) A S
a(e) 1 q(t)
1

La forza dt'inerzia totale applicata alla massa vale
in tal caso :

m{g - d)
e dunque l'equazione del moto si scrive

m(g-i) + hg + Kg = 0
OVVero
mg + hg + Kg = mg

ove il termine a secondo membro, rappresenta la for
za d'inerzia applicata alla massa m per effetto del
la accelerazione (4 impressa al supporto e costitui-
sce,in tal caso,la forza eccitatrice del sistema.




Nel caso in cui lo spostamento u{t} vari con una
legge armonica del tipo '

wl(t) = ¢ sennt + d cosQl
risulta

-2 (¢ sennt + d cosnt)

i

wfth
e dunque l'equazione del moto assume ltespressiones
mé + hg + Kg = me?(c sennt + d cosot)

Il problema é cio& formalmente identico al caso gia
trattato in II.2.3) ove si consideri applicata al
sistema una forza fittizia di valore :

plt) = ma2{c senqt + d cosqt)

ovvero la (27) moltiplicata per mq?.

Nel caso generale, invece, in cul l1'eccitazione e-
sterna del sistema sia di tipo qualunque, la rispo
sta si pud esprimere mediante 1'integrale di Duhamel:

{I
glt) = | glt-<) plr) dr
bo
sostituendo a plt) la forza d'ineria m {i{7)
r”t
glt) = l gl{t-t}) m df{x) dx
o

Introducendo l'espressione di g(Z-tle riducendo si
ha :

g 1£) w ~e{t-1)

e senow(f~clm d{r)dr

t

iz
—

i

[ - -
2 e e {4 T)Aenw{t—f)ﬁ{r)df
J

e senwlt-tlal{tlde~

1 o f ~e{t-1)
]

a”E‘I“T}Aenm(z~r}a(T}df (41}
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i fini della progettazione di una struttura sotto
osta a sollecitazioni sismiche, tuttavia, non in-

‘te conoscere la massima risposta del sistema che
corrisponde in effetti alle condizioni pil gravo-
ge per la struttura : dall'esame della (41) si evin
4e immediatamente che lo spostamento ¢(£) attinge
41 valore massimo guando massimo & 1'integrale a
 ;secondo membro. Assegnato dungue un accelerogramma
@i progetto, ovvero la funzione {(r), e note le ca
ratteristiche dell'oscillatore semplice (massa,fr§
gquenza angolare e fattore di smorzamento) € possi-
pile calcolare il massimo dell'integrale al varia
re di A£; indicando con la notazione Sv tale valore
si potrd scrivere :

1
qmax T S (42)
Per comprendere il significato fisico di Sv & suf-
ficiente osservare che se 11 sistema fosse conser-
vativo l'energia posseduta dalla massa dovrebbe
mantenersi costante durante tutto il moto, ovvero
dovrebbero risultare ugﬁali la massima energia po~-

tenziale e la massima energia cinetica :

I .7
K = =
1 2 " qmax
Da tale equazione € allora possibile ricavare la
relazione : ; |

qmax

(43)

max |

Cconfrontando la (43) con la (42),e considerando
che 1 sistemi reali non sono mai conservativi, si
evince che il valore di Sv risulta molto prossimo
a quello della massima velocitd posseduta dal si-
stema,da cui 1l'appellativo dato ad Sv di velocdtd
spettrnafe; analogamente lo spostamento massimo %mu

viene definito spostamento speftrale e si indica
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con la notazione Sj.
E' interessante notare, che, essendo le dipendenze
fra Sy ed Sy e fra Sy e @ di tipo lineare, i
massimi spostamenti subiti dalla massa cresceranno
pProporzionalmente agli accelerogrammi dell'eccita-
zione impressa al sistema.
Ancora, nell'ipotesi di sistema conservativo, l'e-
quazione del moto

m g+ K g = 0

fornisce la seguente relazione :

N
(¢]

3 (44)

q

max max

\ ;

dal confronto della (44) con la (42) si evince al-
lora che per sistemi reali il prodotto della velo-
Cita spettrale §, per la frequenza angolare smor
Z2ata del sistema & gquasi uguale alla massima acce-
lerazione subita dalla massa : indicando con la no
tazione S, tale valore, che viene definito anche
accelenazione spetinafe, si pud scrivere dunque :

Sy = w? Sy 7 ow Sy (45)

relazione che lega tra loro accelerazione, sposta-
Mento e velocitid spettrale tramite w.

Cio Premesso, assegnato l'accelerogramma di un ter
remoto, ovvero ((t}, e definito il fattore di smor
Zamento B del sistema, si possono determinare i va
lori assunti da Sv al variare della rigidezza del
la struttura ovvero del suo periodo proprio di o-
Scillazione T(e della frequenza angolare w): trac-
¢lando i diagrammi di S, in funzione di T per di
Versi valori del fattore di smorzamento g si ottie
Ne, per ogni sisma definito da tlt}, una famiglia
di curve che prende nome Adi spettro di aisposta in
Lenmini di velocitd. Nella £ig.19.2. & riportato
ad esempio lo spettro di risposta in termini di ve
locitid determinato per l'accelerogramma corrispon-
dente alla componente N-$ del terremoto di El Cen
tro verificatosi nel maggio 1940.
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Sy | £19.19.2
70 -
60 |
50 | £=0, 00
40 ¥ ’ %OIOS
30 |
8=0,10
20
10
0,5 1,0 1,5 2,0 T

E' possibile dimostrare che la curva corrispondente
a 8=0, ovvero all'oscillatore ideale non smorzato,
rappresenta altresi il contenuto in frequenze del
terremoto. ' 7

Noto dunque lo spettro di risposta in termini di
velocita & possibile conoscere per qualungque oscil
latore semplice smorzato il valore della massima
velocitd che esso raggiunge quando & sollecitato
dal sisma avente accelerogramma d{t]).

Per la (45), dividendo le ordinate di tale spettro
per w,& possibile ricavare lo speftre di rnisposta
in Zermind di spostamento che fornisce dunque 1lo
spostamento massimo raggiunto dal sistema di perio
do T e smorzamento g sollecitato dall'accelerogram
ma ((7r): tale valore risulta interessante in guan-
to moltiplicato per la rigidezza K fornisce il mas
simo cimento cul é sottoposto, durante il terremo-
to, il vincolo elastico e dunque la struttura.Moltil
‘plicando invece le ordinate dello spettro di rispo
sta in termini di velocitd per « , sempre per la
stessa relazione {(45), & possibile costruire lo
spettro di nisposta in termind di acceferazione : la cono
scenza di tale diagramma riveste enorme importanza
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in gquanto consente di definire immediatamente la
massima accelerazione raggiunta da un oscillatore
semplice avente periodo T e smorzamento § € dungue
di risalire alla massima forza d'inerzia mS, ap
plicata alla massa per effetto del sisma af{r).

Se per lo studio a posteriori delle massime solle-~-
citazioni indotte nei vari oscillatori semplici da
un ben determinato sisma di accelerogramma d{t) &
sufficiente possedere i tre spettri di risposta re
lativi a quel sisma, ai fini progettuali risulta
necessario conoscere invece gli spettri relativi

a pili terremoti ovvero quelli pill significativi ve
rificatisi nella stessa zona durante gli ultimi de
cenni. Le curve degli spettri rappresentano in tal
caso, per ogni valore di g, 1 valori medi relativi
ad un certo numero di sismi ovvero i massimi valo-
ri, rispettivamente della velocita, dello sposta-
mento e dell'accelerazione che l'oscillatore rag-
giungerebbe mediamente per effetto del pilt severo
terremoto verificatosi nella regione.

E' da notare che,prima di farne la media, le ordi-
nate degli spettri di risposta relativi ad ogni
terremoto vengono noamalizzate ovvero divise per
un coefficiente proporzionale al valore medio, che
prende nome di coefficiente di nowmalizzazione, la
cui conoscenza risulta indispensabile per la lettu
ra di tali diagrammi.

Data l'estrema aleatorietd che caratterizza il fe
nomeno sismico risulta utile,nella scelta degli
eccelerogrammi, rifarsi alla classificazione in
gruppi di simi aventi le stesse caratteristiche,
di cui si & fatto cenno al par.I.5.

A titolo di esempio sono riportati nelle figg.20.2,
21.2 e 22.2 gli spettri di risposta medi normaliz-
zati,in termini di velocitid, di spostamenti e di
eccelerazioni, elaborati da Housner per un certo
numero di sismi appartenenti al II gruppo,Ovvero
terremoti di tipo californiano®.

{ I1 coefficiente di normalizzazione dello spettro di rispo:
sta in termini di acceleraziome & 2,7.




¢,3 =0, 00
=0, 02
0,2 8=0,05
g=0710
0,1 /————__
. . "~ £fig.20.2
0 1 3 g
Sa
fig.21.2
0 2 3 0T
1
Sa g=0, 00
a=0, 02
1,01
8=0,05
0.8 8=0,10
0,6
0'4?
0,2 £ig.22.2
0 2 3 T
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r'esame di tali spettri consgente di fare alcune
alcune considerazioni legate a talil tipi 41 sismi:

- i sistemi reali (e dungue non conservativi) pre
sentano una velocitd massima quasi costante al
variare di T nell’ambito di valori non troppo
bassi;

- l'accelerazione massima subita da oscillatori
con smorzamento variabile fra il 2% e il 5% & com
presa fra 0,73 g e 0,50 g circa e si verifica co-
mungue per valori del periodo proprio di oscilla-
zione T = 0,35 sec.;

- per T=0 ,ovvero nel caso di oscillatore infinita
mente rigido,tutte le curve dello spettro di ri-
sposta in termini di accelerazione tendono ad un
valore unico che rappresenta l’accelerazione mas
sima del terrenoj;

- le strutture pill cimentate dal sisma sOno quelle
pilt rigide, diminuendo, all'aumentare della de-
formabilitd, l'accelerazione massima e dunque la
massima forza d'inerzis cui sono sottoposte ;

- gli spostamenti massimi del sistema
crescono con legge pressocché lineare all'aumen
tare del periodo proprio di oscillazione; strut
ture pill deformabili subiscono dunque accelera-
zioni minori ma spostamenti maggiori.
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I11) - DINAMICA LINEARE DEI SISTEMI AVENTI NUMERO
FINITO DI GRADI DI LIBERTA’,

Si consideri un sistema discreto dotato di un
numero finito n di gradi di libertd : in particola
re supponiamo il sistema costituito dalle masse
M "”Mi""M collegate fra loro e con il suolo
da vincoli elastici di costanti K., e da vincoli
viscosi di coefficienti h... Assurti quali gradi
di libertd, ovvero quali “Jeovondinate Libere , gli
spostamenti AL delle masse M, , la generica con-
figurazione deformata assunta dal sistema nel suo
moto risultera definita dal veftore spostamento

{5} = {AI,..,A.,..,é }
£ n

le cul componenti rappresentano appunto gli sposta
menti delle u masse.
Detta :

P, la la sobfecitazione esterna

applicata alla generica massa Mi ed indicando con :

pLM} la {4oxrza d'inenzda
(h) . .
i la j4onza dissdipativa
(k] .
Py la {orza efasiica

che risultano agenti sulla stessa massa per effetto
dello spostamento 4., l'equazione del moto della
magsa i-ma ovvero la legge con cui varia nel tem-
po l'incognita 4 .{£f] si ottiene, per il principio
di d*Alambert, scrivendo l'equazione dell'equili~
brio dinamico di K,, all'istante t nella direzio
ne di 6£ : *
(m) | R),lk]

Pi i tegooTp




Dunque per 1'intero sistema costituito dalle n mas
se le equazioni del moto si scriyeranno simnbolica=—. ...
mente :

PT +p * P} P?
RREERGEEN
A ! AL ’ pi - p&
{m} (R} (k)

n n ! Pa - pn

ovvero indicando con

{P(m)}m {p:m),..,p;m),..,pim)} il vettonre d'inenzda

{p(h)}z {pih),..,péh),..,pih)} i1 vett.dd smornzamento
{P(k)}z {pik),..,pik),.o,pék)} il vettore di nigidezza

{p 1= {PyrevessPioecaesPy } il vettore di carico

le equazioni del moto, con notazione vettoriale,si
PoOssono esprimere come i
m) h k)

{p( } o+ {p( }} + {p{ b= {p} (3.1}

formalmente analoga all'‘equazione del moto dellto-
scillatore semplice.
Perché tali equazioni risultino lineari, e dungue
sia valido il principio di sovrapposizione degli
effetti, al generico istante £, & necessario che
siano soddisfatte le seguenti ipotesi:

= gli spostamenti A{ delle masse, durante 11 moto,
siano piccoli rispetto alle -dimensioni della strut
tura;
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- gli elementi strutturali deformabili siano carat
terizzati da elasticitd lineare, ovvero sequano
la legge di Hooke; ‘

-~ le azioni dissipative o smorzanti siano broporzio [
nali alla prima potenza della velocitl secondo la
ipotesi di Kelvin;

~ l'eccitazione esterna possa scindersi in pid con
dizioni di carico costituite da forze sincrone
ma indipendenti dal moto della struttura.

Al fine di pervenire ad espressioni pid significa-
tive,dal punto di vista operativo, delle equazioni
del moto si esplicitano di seguito i termini della
equazione vettoriale(3.1).

ITI.1) - VETTORE D'INERZIA.

Tale vettore ha per componenti le n forze di
inerzia pgTz..,pim}che nascono per effetto delle

accelerazioni

Myo ool L m .

La generica forza d'inerzia p. applicata alla

massa {-ma nel caso di sistema ad n gradi di liber

t& non dipenderid in genere dalla sola accelera21o

ne 4. subita dalla massa M. (come accade nel ca-

S0 defl'osczllatore semplice) ma risulter3d essere

una combinazione lineare delle n accelerazioni
I""’é tramite i coefficienti mL

n

(m) .
. = . m.. & .
pL ;j SN I |

51,...,5n applicate alle masse

ovvero in forma pill esplicita :

p(m} = m 5+ + M 8
£ L1 71 70T in T n
ove il significato fisico del generico coefficien-

te mij € quello di {fonza d'inerzda applicata atlla




massa ML pern effetto dell'accelerazdione gjz 1.

Le n forze d'inerzia applicate alle masse del si-
stema varranno dungue 3

(m) . .
= m A ¥ i Lse.. T M A
Pi 11 °1 n “n
(m} . .
. = m. A o.M, A
L L1 1 in n
{m} . .
= m A+ L., .0t m A
1 ni 1 nn n

I1 vettore d'inerzia potrd assumere allora la for
ma : -

(m) ] Cm m m, 1 {&.1
Py 117715 M 1
(m), . .
{p ) I B M., ..M, ...m. k.0 = M (£}
L1 L1 AR L
p(m) m m m 5
"n ] | nlT T ngT an | A

[M]

t
=2
=2
=

ia matrice di massa

e con :
{8} = {XI,..G..,XH} il vetfone accelenazione

Si osservi che la matrice di massa, letta per co-




lonne, fornisce alla colonna { il contributo che
1'accelerazione 4. unitaria d3 alle forze d'iner-
zia applicate allej n masse gquando risultino nulle
le altre accelerazioni £, per 4ff, mentre letta per
righe fornisce alla riga { il contributo che le
accelerazioni 4 _,...,4 unitarie applicate alle
n masse danno alla forza d'inerzia applicata al-
la massa M..
Per tale motivo risulta agevole costruire la matri
ce [M] per colonne: la colonna j-ma si otterr3 de-
terminando le forze d'inerzia che nascono nelle
masse M_,..,M per effetto delle accelerazioni
5.=1 ed .70 con if#f.

i £

A maggior chiarimento di quanto detto si riportano
di seguito due classici esempi riguardanti la co-
struzione della matrice di massa per un telaio
piano incastrato ad una campata e tre piani, di
masse rispettivamente M, MZ’ M3 : nell'ipotesi

di inestensibilita delle aste, di traversi rigidi
flessionalmente e di ritti deformabili flessional
mente, & possibile assumere quali incognite del
moto, ovvero quali coordinate libere, gli sposta
menti di piano Ar, 52’ As.
12 CASO : siano Byabyrdy gli spostamenti asso0flutdl

di piano.




Assumendo per le accelerazioni :

£, =1 £, =0 £, =0

le forze d'inerzia applicate ai tre piani valgono:

myy o= My Mg = 0 mgy = 0
P . . c . -
exr é? 0 52 0 53 0
i lt : Y = =M - =
risulta mI? 0 m22 M2 M3Z ]
Per : i o= 5= X = 1

/51 0 42 ¢ 43

i lt : = = =
risulta m],3 0 m23 ] m33 M3

M 0 0
M] = | o0 M, 0
0 0 M

Nel caso generale di n
cognite gli spostamenti assoluti di piano,

della diagonale principale sono le masse agli
piani

0]

M] =0 o0 .. M, ...0 0

oooooooooooooooooooooo

piani, assumendo guali in
la ma-
trice di massa risulta diagonale e gli elementi

n




Con tale scelta delle incognite , dunque, le forze
d'inerzia relative ad ogni pianc dipendono dalla
sola accelerazione applicata a quel piano:

{m) "
Py = My
fm) .
Py = My 4,
(m)
pi B ML AL
{m}
Po-1 7 Mn—I St
{m} _ -
pn ) Mn 4

Cid si esprime altresi affermando che le forze di
inerzia, in tal caso, risultano disaccoppiate.

72 CASO : siano 4 s B, 63 gli spostamenti relfa-
t4ivi di piano.

; 3
M3 E
i f "
hz i
5
]
M
!
Assumendo per le accelerazioni :
£, =1 £, = 0 £, =10
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g

1e forze dtinerzia applicate ad ogni piano valgo-
no in tal caso :

Y . . . -
myg= Myr Mor Mo s omy s Mo Mo mgy= Mg
fisglta Pmy iy Mmoo Myths M, 5= Ms
pexr 3 4, =0 62=0 532}
3 t 2 ES = =
risuta myp= My Msp™ M3 g3 M3

ra matrice di massa assume cosi la forma :

~ "
Motk rhiy M sty My
M -
[M] Myt My Morhg My
My My s

Nel caso generale di telaio ad n piani, avendo
assunto gquali coordinate libere gli spostamentil
relatiVi di piano, la matrice di massa sard com-
pleta e del tipo :

MM
T IRl WL LML ]
M_+..
z +Mn— 7+Mn M2+ o +MVL— 1+Mn Mn— 1 +Mn Mn
[M] L L R
Mo +M Moo+M .M M M
n-1 "n n~-1 n n-1 " n n
M Mo o.... M M
L n n noon

con tale scelta delle incognite dunque le forze
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dl'inerzia relative ad ogni piano dipendono dalle
accelerazioni applicate a tutti i piani come bene
si osserva esplicitando le espressioni del vetto-
re d'inerzia

py = (MMM MMy e M VBt (MM E oM
{m) ..

LI (ST S IR T SRS NI ) Y
M)t g e M MR e M M )E Mk

n-1 n~1 1 i 7 -] n-1 [
P{m}ﬁ ME +ME + ..., 5 + M

¥ ! n 2 e non-1 nou

IIr.2) - VETTORE DI SMORZAMENTO.

Tale vettore ha(ﬁ?r componenti le n reazioni

vigcose pi ,...“,pn che nascono nel sistema per

effetto delle velocita 4
le masse M?"'f"Mn

La generica reazione viscosa applicata alla massa
i-ma non dipende in genere dalla sola velocitd i .
ma risulta essere una combinazione lineare delle&

n wvelocitd 5],°...5n tramite i coefficienti h&j:

TERREE ,5n applicate al-

ovvero in forma pid esplicita :

(R s fh,

£ L1 1 in nm
ove il significato del generico coefficiente hi'
é quello di feazione vdscosa applicata alla mas
sa ML per effetto della velocdiitd 3jx1.

- 79 -




e n reazioni viscose applicate alle masse del
gistema si scriveranno dunque :

{h)
= h F S + h A
Py 11 °1 In “n
h
( ) = h D S + h A
L £1 i in n
{h) .
= f At e e + h A
pn wl i nin n

T1 vettore di smorzamento potrd assumere la forma

75 DR e ..
Py h!?"“hij"'hln &,
(h), B . B .
{p t=j... |- hi?"'hij"'hén b= [H] {31
{h)
mpn - _hni"'hnj"'hnn« ] 5, |

avendo indicato con

h??"°h?j'°'k1n
[H] = W veh. . o h, la matrice di
£1 L] in
smonzamento
h . ...h ....h
. nl ni nn |
e con :
{3} = (5., cveee, 5} 11 vettone di
i n R
veloedltd
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Si osservi che la matrice di smorzamento letta
per colonne fornisce alla colonna j§ il contribu-
to della velocitd 4, unitaria alle reazioni smor
zanti applicate alle »n masse gquando risultino nul
le le altre velocita 3, per 4{#j, mentre letta pé;
righe fornisce alla riga £ il contributo che le
velocitd 4_,...,34 wunitarie applicate alle n mas-
se danno aila reagione smorzante applicata alla
massa M ..

A

111.3) - VETTORE DI ELASTICITA'.

Tale vettore ha per componenti le n reazio
ni elastiche P%k);a--:PLh} che nascono nel siste
ma quando le masse MI"""Mn subiscono gli spo-
stamenti A],...An.

L.a generica reazlone elastica applicata alla mas-
sa 4i-ma non dipenderd, in generale, dal solo spo-

stamentc 4, ma sard combinazione lineare degli n

spostamenti 41,....,An tramite i coefficienti
&ij : n
(k]
P, Y.oom. .8
A Ij 41 4
ovvero esplicitando la sommatoria :

{h} = Rk, A +...+kR. 4
L L1 1 in n

ove il generico coefficiente hij rappresenta la
rneazdone elastica applicata alla massa M. per ef
fetto dello spostamento 4 .=1, “

Le n reazioni elastiche japplicate al sistema
si scrivono dungue :




p? = At i + 1n 2n
p!h] = Aot iinnnon + k., 4
£ in n
p(h} = A Feianoas + k 4
43 nri n
ovvero in forma matriciale
(k)] ] ]
Py 2F ST Rin
k
{ﬁ{ )}= cos k. k.. k. =fK]{b}
L1 A4 in
(k)
_pn hn? ’ knj hnn_ A
avendo indicato con
h?? 1j °°° &?n ]
[K] = hi? s ve hin la matrice d4i
“ elasticita
k N
| nl n4 nn |
ed essendo :
{6} = (8,50, n} il vettore spostamenito

Analogamente a quanto detto per le matrici

ed [H]
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anche la matrice di elasticitd letta per
colonne fornisce alla colonna f il contributo del
lo spostamento Aj=1 alle reazioni elastiche appli

(4]




cate alle n masse quando risultino nulli tutti gli

altri spostamenti 5. per {#j, mentre la stessa (K]

letta per righe fornisce alla riga { il contributo

che gli spostamenti unitari 4._,...,4 danno alla t
reazione elastica applicata alla massa {-ma.

E' senz'altro interessante anche in guesto caso
riportare due classici esempi di costruzione "per
colonne" della matrice di elasticitid per un telaio
piano incastrato ad una campata e tre livelli nel-
le ipotesi di indeformabilitd estensionale di tut
te le aste, ritti deformabili flessionalmente e
traversi flessionalmente rigidi; in tali ipotesi
il sistema ha tre soli gradi di libertd e si pos-
sono assumere come incognite gli spostamenti di
piano LR

Indicando per il generico ritto al piano 4{-mo con
£. 1'altezza, con £. il modulo di elasticit3 nor
male, cen Ii il momeﬁto d'inerzia rispetto all'as
se baricentrico ortogonale al piano del telaio,la
reazione elastica che nasce per effetto di uno spo
stamento di piano unitario vale per ogni ritto :

-

N3

-4 4 = ]
- E.T.
<4 R = 12 —==
@ e e 2
W AL

12 CASO : siano 51, Az, 43 gli spostamenti assolufd

di piano.




Volendo costruire per colonne la matrice

T 0
P 0
s, =1

le reazioni elastiche ai piani valgono :

E 1 E 1
k = 2 » 12 1 + 7 e 12“2_2
11 ﬂs 23
i Z
E 1
27
h2} = ~ 2 « 172 33
2
h31 = {
Assumendo invece :
AS =
42 = ]
4? = (
risulta :
F 1
R o= -g - 17 2L
17 23
2
£ 1 E_I
ko= 2e17 224 giqp 22
22 £3 23
Z 3
g1
3°3
hsz = -7 12 £3
3
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Infine per :

/53-:' 1 |

|
52 = 0 ;
A, = 0 ‘

le reazioni elastiche valgono :

h73 = 0
E3I3
h,, = -2 17 ~—“—
7% 33
5313 3
5233 = Z'TZWEE—
2

La matrice di elasticitd assume in tal caso 1la

forma :
! -
£.1 E 1 E 1
24 11, 2 z) gq 22 o
IS ¢
1 9 9
E T E 1 E 1 E 1
2°2 2
Kl = {-24 ~5 24( 32 * 333} -24 333
£ ﬂz 33 ﬂs
E_1 E.T
0 I3
i 3 A

Si osservi che rimuovendo l'ipotesi di rigidita
flessionale dei traversi la matrice [k] invece
che "a banda" risulta "completa",




22 CcASO : siano 45 b, é3 gli spostamenti rnelaid

vi di piano .

volendo costruire la matrice [K] sempre per colon-
ne, per :

53 = 0
42 = 0
4, = 1

ije reazioni elastiche valgono :

E I
Ryy = 2012 '_sz—
L
1
hZ? =
hSI = @
ronendo invece
53 = {
52 = ]
é? = §
risulta :
hl? = (
EZIZ
fzzz = 7472 ?
7
h32 = 0
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Assumendo infine :

= 1
%3
52 =
é? = 0
si ha :

k]‘B = (
k = 0

2

73 ESIS
&33 = 2.77 '*;3‘—

3

L.a matrice di elasticitd assume dunque la forma :

-

[ E I ]
24—}?1» 0 0
4
E.1
(K] - 0 24—3—3—£ 0
£,
E.1
0 0 24 =23
I
L 300

Essendo la matrice diagonale le reazioni elasti-
che ad ogni piano dipendono dal solo spostamento
relativo di piano e dunque le componenti del vet-
tore elasticitd presentano ognyna una sola inco-
gnita : cid si esprime anche djcendo che con tale




scelta delle incognite si ottiene un disaccoppia-
mento reattivo.

ITI.4) - EQUAZIONI DEL MOTO.

Potendosi porre, per quanto detto nel para-
grafi precedenti :

{m)

(p'™y = (M 18y
A .

{p‘h'} = [H] (5}

{p(h}} = Kl (s}

1tequazione vettoriale (3.1) si pud scrivere :

(Ml (53 o+ [H] 3y + [K] {83 = {(p} (3.2)

che, formalmente analoga all'eqguazione del moto
dell'oscillatore semplice, esprime in forma com-
patta il sistema di equazioni che regge il proble
ma delle oscillazioni forzafe di un oscillatore
avente numero finito di gradi di libertda e solle
citato dal vettore di carico {p}.

ouando risulti {pl={0}, ovvero quando sia nulla la
sollecitazione esterna,le egquazioni del moto si
presentano nella forma

(W] 13y + [H] 3y + [K] (s} = (0}

e le oscillazioni di dicono £ibere.

Anche nel caso del multioscillatore la soluzione
delle equazioni del moto si pud ottenere come som
ma dell'integrale generale delle eguazionl omoge-
nee associate e di un integrale particolare delle
equazioni complete,ovvero risolvengo prima il pro
hlema delle oscillazioni libere.
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Come si vede dunque, a meno del diverso significa-
to del sinboli adottati, il problema del moto del-
l'oscillatore ad n gradi di liberta risulta in tut
to analogo a guello del moto di un oscillatore sem
plice.

I11.5) - OSCILLAZIONY LIBERE NON SMORZATE.

Per i motivi di cui si dird nel seguito ri-
sulta interessante studiare preliminarmente il pro
blema delle oscillazioni libere in assenza d4di ef-
fetti smorzanti che risulta retto dalltequazione s

-

M} 53 + [K] {8} = {0} (3.3)
ottenuta ponendo nella (3.2) :
[H] = {0} e {p} = (0}

L'integrale generale della (3.3) pud ottenersi come
combinazione lineare di # integrali particolari del
tipo

{5.} = {y.} seniw .t + 6.) (3.4)
L L 4 £
essendo {é&} il vettore spostamento incognito di
componenti {4.. ,...,5. } e {v.} il vettore di
L1 in £

ampiezza del motc di componenti costanti {in"wbg'
w la pulsazione del moto, 8& la fase.

Sostituendo la (3.4) e la sua derivata seconda nel
la equazione del moto (3.3) si ottiene

-
-

- [M] w3 m%éen(mit+ei)+[K] ly dsenlo t+e 1= {0}

e dovendo tale eguaglianza essere verificata in
qualunque istante i dovrd risultare :

b

(K]~ w? [M]) Qo3 = {0} (3.5)
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La (3.5) rappresenta un sistema di equazioni linea
ri omogenee nelle incognite wi?""’$in che in for
ma esplicita si scrive :

- _me =
{hil w m?1]¢i1+ T +(h1n mLm?n}win 0

-y 2 -y 2 =
(hnl wimnl)wil+ e +(hnn wimnnlwin 0

Tale sistema ammette soluzioni diverse dalla bana
le {¢ 1= {0} solo se & verificata la condizione
che sla nullo il determinante dei coefficienti :

(K] (M]} = 0 (3.6)

2
A

La {3.6) dia luogo ad un'equazione di grado un in
che prende nome di equaz.ione canattendisiica
o" egquazione delle frequenze le cuil soluzioni

m%,oe.,o,wi si dicono vafond caratteristicd o
autovaloni : essendo [K] ed [M] matrici simme-

triche e definite positive si pud dimostrare che
le n radici della {(3.6) risultano tutte reali po-
sitive e, ordinate in modo crescente, si da alla
prima l'appellativo di pulsazdione fondamentale ed
alla generica {-ma quello di L-ma pulsazione pro
pria.

Ognuno dei valori w2, soluzione della (3.6), sosti
tuito nel sistema “ (3.5) di luogo ad un vettore:

{wi} = {wii"“"’win}

che prende nome di vettore caratterdstico o audo~

vetfohe e le cui componenti ¢ ,.,...,¢, si dico-
. i1 AN

no autosoluzLond.

Per un sistema ad n gradi- di libertd esisteranno

dunque n pulsazioni proprie wz,...,wﬁ in corri-

spondenza delle guali si troveranno # autovettori




{wi}""’{¢ }  soluzioni del sistema di equazioni
{(3.5)% ed esisteranno quindi n integrali parti
colari delle equazionl del moto (3.3) del tipo

s} ={w£}éen(mit+8{) (3.4)

Tali soluzioni particolari, in numero pari ai gra
di di libertd, rappresentanco i modi princdipali d4
vibranre del sistema.

Esplicitande la (3.4) nelle sue componenti :

O
1

g Aeﬂ(wii + ei)

o
5

. g . senfw.t + 8.)
in in £ £
si pud osservare che in corrvispondenza del generi-
co integrale particolare corrispondente a w., le
n masse del sistema oscillano tutte con mot? armo
nici aventi la medesima pulsazione w. e fase 0.
ma ampiezze, definite dalle componen%i dell'aué
tovettore {y.} corrispondente a w., differenti
in valore epperd aventi rapporti £¥a loro costan
ti al variare del tempo: cid implica che le oscil
lazloni del sistema avvengano, in tall casi, sen
za variazione di forma durante il moto. L'autovet
tore {¢.} associato ad ogni autovalore w?2 defi-
nisce dungue con le sue componenti una "férma" di
oscillazioni ovvero un modo principale o naiurale
di vibrazione def sistema : ma pud parlarsi sola-
mente di "modo deformativo" in gquanto le componen
ti $.,,...,%. di {¢.}, risultando definite a me—
A1 in £

Se i gradi di libertd fosserc infiniti , infiniti risul-

terebbero gli autovalori e gli infiniti autovettori da-
rebbero luogo ad un'autofunzione.
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no di una costante moltiplicativa, non esprimono i
valori effettivi delle componenti dello spostamen
to ma solamente i loxo mutui rapporti.

Tale indeterminazione si pud comungue eliminare
normalizzandos 1'autovettore ovvero modificandone
le componenti di tal guisa che il modufo risulti
unitaric oppure dividendo tutte le componenti per
i1 valore della maggiore.

1n definitiva quando un sistema oscilla secondo un
modo principale la forma si mantiene costante nel
tempo a meno della sola ampiezza che varia con leg
ge armonica.

Ogni struttura dotata di n gradi di liberta pos
siede dungque 1 modi naturali 4i oscillazione che
i ottengono studiando il moto del sistema in as-—
senza di sollecitazionl esterne e di effetti smoxr
zanti; ciascuno di tali modi risulta caratterizza
to da una pulsazione naturale w? dalla guale di-
pendono 1'andamento nel tempo del moto delle mas=
se del sistema e da un autovettore {wi} al guale

sono legate le ampiezze delle oscillazioni.
1 valori delle n pulsazioni proprie wé poco dif

feriscono da guelli che avrebbe lo stesso sistema
in presenza di effetti smorzanti e cid risultando,
per g piccolo o T .

L'integrale generale della (3.3) pud dungque esse-
re espresso come combinazione lineare degli n in-
tegrall particolari (3.4) mediante 1 coefficientl
E?rnoev—an H

ovvero per la (3.4) :

n
{5} = gi . (v, senfuv 146 ]

T,e oscillazioni libere non smorzate di un sistema
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ad »n gradi di libert3d POssono cioé& ottenersi co
me combinazione lineare degli # modi prlnC1pall
determinando le 2n costanti ﬁ‘ € 0. in maniera ta
le che siano soddisfatte le COndlZéonl iniziali

_0=~~ . -3
g tel 4 © &(0 qa&

riguardanti spostamenti ed atti di moto al tempo
zero delle n masse costituenti il sistema, analo-
gamente a quanto si fa per l'oscillatore semplice,
Il sistema dunque oscilla liberamente secondo una
configurazione corrispondente ad uno dei modi prin
cipali di oscillazione solo se le condizioni inizia
li del moto sono quelle corrispondenti a guel mo-
do mentre, nel caso generale, la generica configu
razione deformata del sgistemas & esprimibile da una
combinazione lineare dei modi principali di vibra
zione, mediante i coefficienti qi funzioni an-
ch'essi del tempo :

A = ... +
z Vi1 Y1nn
= + ... F
An IJJanI 0 ¢nnqn
ovvero in forma vettoriale
B + + 3
{41 {xp?} Qq * o {wn; a, (3.7}
essendo
{6}={é7,...,én} il vettore spostamento le cui com
ponenti sono le coorddinate Libene;
{wl},...', {wn} gli autovettori corrispondenti
agli n modi naturali d4i vibraziog
ne;
q] P se s 4 qn i coefficienti di proporzionalit3

che si dicono anche ceoondinate
prinedpali del sistema.




000

Le coordinate principali lungi dal costituire spo-
stamenti del sistema,come avviene per le coordina-
te libere, rappresentano, invece, il "peso" con i
cui i singoli modi naturall di vibrazione {¢,} in ’l
tervengono nella configurazione dinamica del siste }il
ma. ‘ E
palla (3.7) si evince immediatamente che guando il
sistema oscilla secondo un modo principale {@i} :
solo la corrispondente coordinata principale qi -ﬁ
risulta diversa da zero. i
indicando con :

{g} = {ql, e s qn}

i1 vettore colonna le cui componenti sono le coog
dinate principali del gistema e con

[v]

L1}

1a matrice le cuil colonne sono costituite dagli n

autovettori del sistema e che per tale motivo pren
de nome di matrdice modate, la {(3.7) si pud scrive

re in forma pill compatta :

ts1 = [v] ta) (3.8)

Essendo gli autovettori {@i} sempre linearmente
indipendenti risulta che i1 determinante della ma
trice modale é sempre nullo e dungue la matrice
invertibile.

5i osservi che la matrice modale [¢], che costitul
sce la matrice di trasformazione fra coordinate 11
bere e coordinate principali, letta per righe for-
nisce alla riga § lo spostamento totale éj indotto

dalle n coordinate principali qi,...,qn assunte
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unitarie, mentre,letta per colonne, fornisce alla
colonna 4 il contributo offerto dalla coordinata
principale qizl alle coordinate libere 4 s b

17777 %" ;
¥11.6}) - OSCILLAZIONI FORZATE.

L'equazione vettoriale che regge il pro-
blema & in tale caso :

M) (8 + [H] 13 + [KI(s) = {p) (3.2)

che da luogc in generale ad un sistema di n equazio
ni differenziali ognuna contenente le n componenti
incognite del vettore {4}

Al fine di pervenire invece ad un sistema &i egua-
zioni ddisaccoppiate, ovvero contenenti ognuna una
sola incognita, & conveniente operare un cambiamen
to di coordinate tramite la trasformazione lineare
definita dalla

{53 = [v] {q} (3.8)

la quale consente di introdurre le coordinate prin
cipali q al posto delle coordinate libere é&

Ponendo la {3.8) e le sue derivate nella {3.2) si
ha :

(MElwltqy + [H]1[wl ey + [K](e]ltq) = {p)
e premoltiplicando per [@]T entrambi i membri :
Lo " () o) €@y + Lo TTHD Do) d + Lo T OKT (o] €= o] (o)
posto = [¥]' (] (6] = [M]
(6] T{H] o] = ]
] TIKI 6] = (ko]

A

1]
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l'equazione del moto (3.2) si scrive :

, : T
(5] ¢qy + [H=]eay « [k¥1tq)y = [e] (o)

ge le matrici [M], [H], [K] sono simmetriche per

la proprieta di ortogonalitd degli autovettori le
[u=], [H®], [K*] risultano diagonali e dunque le
equazioni del sistema dlsaccopplate contenendo cia
scuna una sola incognita : in tale maniera lo stu
dio del sistema ad n gradi di liberta si riduce a
guello di n oscillatori semplici,

Riguardo la struttura delle matrici di massa, di
smorzamento e di elasticitd va osservato che mentre
1e [M] e [K] risultano simmetriche sempre lo stes
so non accade per la [H]. Per ovviare a cid si pud
operare secondo tre procedure distinte :

I) Considerato il basso valore degli effetti smor-
zanti,é si possono studiare le oscillazioni forza
te del sistema in assenza di smorzamenti e modi
ficarne quindi i risultati tenendo conto delle
azioni dissipative,a posteriori,@oltiplicando i
risultati per il fattore e’ A

II) Si pud rendere la matrice di smorzamento (H]
diagonale annullando tutti gli elementi che non
si trovino sulla diagonale principale: c¢id & ac
cettabile in considerazione del basso valore de
gli effetti smorzanti e delle incertezze che ne
riguardano la determinazione.

I1T) Si pud esprimere la matrice [H] come combina-
zione lineare di [H] e [K] , ovvero della sola
fKJ per gli edifici shear-type, che sono matri
ci simmetriche; tale artificio & perd discutibi
le sotto il profilo fisico in guanto non solo
gli smorzamenti sono spesso indipendentil dalle
rigidezze ma,anche quando sussista con questi
una dipendenza, essa non & certamente lineare,

Tale modo di operare & giustificato dal fatto che per
valori piccoli di B risulta w =w
Q

.
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I METODO

trascurando gli effetti dissipativi

sl studiano le oscillazioni forzate
del sistema non smorzato.

Liequazione vettoriale del moto si scrive in tale

caso ¢

[ux] gy + [K*]1q)

o] o)

. . . . ey
Premoltiplicando entrambi i membri per [Mﬂ] che
&€ ancora una matrice diagonale e ricordando che

[Mx]-1 [m=] = [1], essendo

ria,

. 1L el T
£G4y + [M2] Ikx3iqy = [M2]7 " {v] "1

si ha

(1] la matrice unita-

(3.9)

Ma il prodotto [Mx]_T[K“] risulta essere ancora
una matrice diagonale che si denota con [02] ed
i cui elementi diversi da zero coincidono con le
pulsazioni proprie del sistema ovvero con gli n

autovalori mi

o1
(]

[K“] =

------

......

- [02]

per cui l'equazione (3.9) si pud scrivere

(=] T[] T (o)

Nel caso di sollecitazioni gsismiche il vettore di
carico {p} e costituito dalla forza di inerzia in
dotta nelle masse M?""’Mn del sistema dalla ec
celerazione { del terreno, ¢vvero, indicando con

() -

{§r + [e2]{q} = (3.10)

{MI"""MH}




la matrice colonna i cui elementi sono le masse del
sistema, il carico risulta esprimibile come :

{p} = (W }¥d (3.11)

per cui la (3.10) nel caso di forze sismiche si
pud scrivere :

. w1 T "
16y + [e2](qr = [M=] [w] UM} a

e ponendo

-1
M1 {wlT{@Q} = {g} vetionre ddi (3.12)
partecdpazione

L'equazione vettoriale del moto si scrive :

{4y + [02] {q)} = {g} d

ovvero in forma esplicita :

................. (3.13)

£' guesto un sistema di n equazioni disaccopplate
ovvero contenenti ciascuna una sola incognita ;

m?,....,wﬁ rappresentano le n pulsazioni proprie

del sistema, mentre g.,...,g , componenti del vetto
re {g} definito in (3.12), p%endono nome di coeffi
cdenti di parntecipazione dei modi principalL.

Nel caso di telai ad #n piani di masse

My,...,M, per i quali si assumano comne coordinate

libere gli spostamenti assoluti di piano, per la
{3.12) risulta :

oy - [ Lo M

ovvero per il generico coefficiente :
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MI
[‘p‘(:]' q)&iﬂ] *
M
b Va..
g‘ =
L - - _ B}
MIO"' 0 wLI
0 MZ. 0
[wil"wLnJ I ’
_0 0 'an _¢inv
da cui : )
.M.
;i j¢41
gi ) n
Moy2
;J 74

essendo Mj la generica massa del sistema e $L’
g
la corrispondente componenete dell'autovettore {g}.

IT METODO : si assuma diagonale la matrice di smoxr
zamento {H ]avente per elementi non
nulli i coefficienti di smorzamento h..

L'equazione vettoriale del moto & in guesto caso
quella completa :

o s . T
(4] tgy « [H=]1gy » [k¥](q3 = [v] ()

e nel caso di sollecitazioni sismiche per la {(3.11)
si scrive :

v g ow g . T v
(=] €4y + [H=]1gy + [K%](q} = [v] (@d

-1
ovvero premoltiplicando ambo i membri per [M¥]

- 99 .




. - wr . s _'I v . "_? T o
R LRt R L I T R e RV A R R LB T

ed ancora con la posizione (3.12)

. R I .
fgr+ Ml [HET g (Mx] k=] {q)=(gl}d

(3.14)

Essendo le matrici prodotto del secondo e terzo

addendo cosi strutturate :

e (9]

it

[0~ (k] -

1ltequazione vettoriale (3.

51 scrive :

-------------------------

Ry
5;; /I 0 281wy O.e... 0
h
2 |
0 R 0; 0 282032 0
2 =
hlfi
d g ... — i 0 7B w
m i n
y
_fg? N _ .
— 0 ... 0 w. O e 0
m? 1
2,
4] ;‘" ...... 0 0 &2 ...... 0
2 =
h
0 0 ..... s 0 0 ...... ®
m L )
¥l

14)

(3.15)
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Anche in tale caso si perviene dunque ad un siste
ma di n equazioni contenenti ognuna una sola in
cognita e nelle gquali i parametri B.,w.,g.,d hanf
no i significati oramai noti con 1'Snica precisa-
zione che nelle pratiche applicazioni i fattori di
smorzamento 8. pel caso di strutture costruite
con un unico ﬁateriale si assumono tutti uguali.
51 noti come la generica equazione (3.13)

G . + wiqg. = R
qz(a /(.qf(a g&.

possa ottenersi direttamente dalla generica (3.15):

-~ * 2 - rr
Qo+ BBy vz s gl

per smorzamento nullo, ovvero ponendo Bi=0.

E' interessante osservare altresl come tale ulti-
ma equazione, con qualche sostituzione, possa poxr
si nella forma classica gid studiata al cap.II.
Essende infatti :

h{

8.w. = —=
L A m.,
A,

hi

w2 = =
AL m.

A,

la detta equazione pud scriversi :

Ml Rt R ey g
che rappresenta come & noto l'equazione del moto
di un oscillatore dotato di un solo grado di 1li-
bertd avente massa m ., coefficiente di smorza-
mento k., costante elastica k., e sollecitato
dalla accelerazione<giﬁ. .

In conclusione dungue, operando nelle equazioni
- del moto la sostituzione delle coordinate libere
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con le coordinate principalil rramite la relazione
(3.8) e con le approssimazioni riguardanti gli ef
fetti smorzanti di cui si & detto, & possibile ri
durre lo studio della dinamica di un sistema ad n
gradi di liberta a guello dil n oscillatori sempli
ci: per fare cid & necessario studiare preliminar
mente le oscillazioni libere non smorzate al fine
di determinare le n pulsazioni proprie w%,.,.,wi

e gli n autovettori {v,}t,....{¥_} corrispondenti
agli n modi naturali di wvibrazione; note quindi le
masse M ""’Mn del sistema, la accelerazione t
del terreno ed eventualmente il fattore di smorza
mento § & possibile tramite le {(3.13) o le (3.15)
pervenire allo studio di n oscillatori semplici ,
corrispondenti agli n autovalori, sollecitati da
accelerazioni pari a gﬁé'volte quella ¢ del terre
no. Tale modo di studiare il moto del multioscil-

latore prende il nome di analisi modale.

TII.7) - ANALISI DINAMICA.

Come si & visto nel precedente paragrafo la
analisi modale consente di ridurre lo studio del
la dinamica di un sistema avente n gradi di liber
t3 allo studio del moto di »n oscillatori semplici
le cui equazioni siano rappresentate dalle (3.13)
o dalle pid complete (3.15}.

Si consideri il generico di tali oscillatori

-

semplici il cui moto & retto dalla equazione :

6.+ 2B8.w .G, * wiq. = g, U
“i Beogdy Tegty T A

ovvero dalla eguivalente :

medy TRt R M8

-

La risposta del sistema € determinabile in tal ca
so tramite 1l'integrale di Duhamel :

i t ~8.w . (2-1) 8¢
q;* “{::: g, £ dlt) e L4 A?_nw};{i—l'}d'r-‘- *UZ Ui('t) (3.16)
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avendo assunto la pulsazione propria w; calcola-

ta in assenza di smorzamento uguale alla pulsazio
ne smorzata ed avendo indicato con U {t] il valo-
re dell'integrale al tempo £.

Noti gli spettri di risposta in termini di sposta
mento, velocitd e accelerazione, ed indicando, co-

me di consueto, con Sdi p SVi’ Sai rlspettlvameﬂ

te lo spostamento spettrale, la velocita spettra-
le e l'accelerazione spettrale ricavate in funzio
nedi T, = 21/w. e B8, & possibile tramite la

£ L, .
(3.16) determinare il massimo valore assunto
dalla coordinata principale q e dalla sua deriva
ta seconda § ., :

i
Svg Say
qxlmax =9 Sdz('. B gz(_ w . ng_ w2
L £
s ] - 2 - 2 - -
qimax i qimax giwisdi giwisui gésai

Ricordando la trasformazione lineare che consente
il cambiamento di coordinate -

{5} = [v] (g} (3.8)

€ possibile risalire agli spostamentl massimi ed
alle accelerazioni massime subite dalle n masse
del sistema relativamente alla pulsazione propria
w,s OVVero all'i-mo modo di vibrare :

Sai

imax) TV G T g,

éimax} {wi} qimax z{w'} g,

i H

e moltlpllcando le accelerazioni massime per le

masse si pud risalire alle corrispondenti forze
di inerzia :
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Y o= [MI{%. = | M .1a .Sq . 3.17
{F{max’ [ ]{6Lmax} [ ]{¢&}94 ai ( )
Mediante la (3.17) dungue & possibile determinare
le massime forze di inerzia applicate alle n mas=~
se del sistema relativamente ad ognuno degli n mo
di di vibrare della struttura ovvero ad ognuna

delle n pulsazioni naturall w%,..., mio
Indicando con : =) )
- =
Lo < je]
=3 £ £
g o o
G T
. -2 b
[ ... F
11 FT& in ]
[F] = F .. F... F
il j4 in
F ... F .... F
| nl nA nn |

la matrice le cui colonne rappresentano le massi-
me forze d'inerzia relative agli n modi di vibra-
re del sistema, la forza di inerzia massima appli
cata alla generica massa M. si ottiene operando
la radice guadrata della somma dei quadrati delle

forze relative agli n modi di vibrare :

7
D Fis
I J

e cid per tenere conto della circostanza che 1 va
lori massimi calcolati non si verificano contempo
raneamente.

tn maniera del tutto analoga definita la matrice:

F. = JF2 + ... + F2 = v
jmax 7! in
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L-mo modo
n-mo modo

1.4 In

“ % 8 9 s o m 4 wouw B> DDA s

(8] = Big wee e e Ay

4 e o 4 4 ¥ T w0 b+ 3 e woa e oeow

A ees AL L. A
ni 798 nn

le cul colonne rappresentano gli spostamenti massi
mi relativi agli n modi di vibrare del sistema, lo
spostamento massimo della generica massa M; si ot
tiene operando la radice guadrata della somma dei
guadrati degli spostamenti relativi agli n modi di
vibrare :

s
= /82 + L0+ 52 =Y. 5.

fmax i1 in S4 i4

I1 modo di operare descritto in tale paragra
fo,che prende nome di anaflisi dinamica, consente
dunque di determinare per un sistema discreto aven
te n gradi di libertd le forze statiche equdvalen-
L4 F? e F nay OYVero quelle forze che appli
cate statlcamente al sistema riproducono 1 medesi-
mi effetti dinamici massimi.

Nel caso di strutture costituite da telal pia
ni la normativa vigente consente di prendere in
esame i soli primi tre modi propri di vibrazione
e di determinare,dunque,le forze statiche equiva-
lenti o gli spostamenti massimi limitatamente ad
essi.

E' importante notare che per strutture rigide,
ovvero dotate di basso periodo proprio di oscilla-
“zione, gli effetti prevalenti sono quelli relativi
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al primo modo di vibrare mentre all’aumentare del

1a deformabilitd, ovvero del periodo proprio di
Ogci.llazione, prevalgono gli effetti indotti dai
odi successivi al primo.
Nel caso dungue di una gtruttura costituita
Aa un telaio piano, diminuendo la rigidezza deil
ilastri verso l'alto, il primo modo di vibrare
Verificheré bene i piani bassi, mentre i modi suc
ssivi verificheranno quellil alti.

peL

e
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